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Prodlogo

Este libro es fruto de una doble experiencia del autor. La primera, y
probablemente la principal, la docente, fruto de algunos anos de ejercer
la catedra de Matematicas Actuariales en la ESPOL, y gracias a la cual
se incluyen numerosos ejercicios resueltos y propuestos que refuerzan el
analisis tedrico de los modelos estudiados. La segunda, no menos impor-
tante, proveniente de la investigacién, sobretodo a través de la direccién
de tesis de grado de la Carrera de Ingenieria en Estadistica Informética
cuyos temas tenian mucho que ver con la ciencia actuarial y también de
otro tipo de investigaciones realizadas y que han sido expuestas en las
Jornadas de Estadisticas organizadas por la ESPOL y en los Congre-
sos Nacionales de Matematicas desarrollados por la Escuela Politécnica
Nacional en Quito.

Hace algunos anos, con el inicio de la computacién, los actuarios
ponian bastante énfasis en el manejo y el control de los sistemas de se-
guros; hoy en dia, con el creciente desarrollo de la informatica que nos ha
proporcionado alto rendimiento, capacidad de almacenamiento y manejo
de datos y velocidad en los calculos, los esfuerzos se deben encaminar en
otros sentidos, por ejemplo en poner mayor atenciéon en dar soluciones
innovadoras y creativas a las demandas de la sociedad, que busca mayor
seguridad financiera. Esta tarea puede cumplirse eficientemente solo si
podemos modelizar lo més fielmente posible las situaciones que pueden
presentarse, y es asi que en este libro se hace un énfasis constante en la
construccion de modelos actuariales y en analisis del riesgo implicado en
ellos.

El texto no sélo estéd dirigido al estudiante de Ingenieria o Auditoria,
sino que también resultara til a los profesionales actuarios que deseen
refrescar sus conocimientos en éstas areas. Aborda los conocimientos
basicos de la teoria de la utilidad y de la sobrevivencia, pero sobretodo
profundiza en el andlisis del cédlculo del valor actuarial y las primas en
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seguros de vida y rentas, asi como también en la determinacién de la
Reserva Matematica de las prestaciones, algo que se debe destacar es
que a lo largo de todo el texto se hace énfasis en la modelizaciéon de
diferentes situaciones que involucran el valor actuarial y el riesgo.

Guayaquil, Ecuador Julio del 2005
INSTITUTO DE CIENCIAS MATEMATICAS
ESCUELA SUPERIOR POLITECNICA DEL LITORAL




Capitulo 1

Los Seguros y la teoria de
la utilidad

1.1. Introduccion

Antes que nada, conviene hacer una revisiéon sobre como aparecieron
los seguros en la sociedad, y como fue abordado este tema en sus inicios,
asi como su evolucién en el tiempo.

Histéricamente, los seguros se perfilan como tales a partir de la Baja
Edad Media como consecuencia del creciente trafico marino, que en esa
época se constituyd en el principal medio de transporte de productos
y personas entre lugares distantes. Como es facil suponer, la tecnologia
usada en la fabricacion de barcos en esa época era todavia muy inci-
piente, asi como también eran practicamente inexistentes los sistemas
de comunicacion, los sistemas de seguridad y los métodos de prediccién
del tiempo, por lo cual con cierta regularidad estas embarcaciones sufrian
naufragios, robos, motines y otros tipos de siniestros, que hacian que se
pierda parcial o totalmente la embarcacién con toda la carga, incluyendo
la pérdida de vidas humanas, y por supuesto de bienes. Para paliar esta
situacion entonces aparecieron una especie de seguros para cubrir las
posibles pérdidas, y es justamente en las ciudades maritimas italianas,
en las cuales el trafico marino era intenso, donde nacen estos seguros,
que caen en el campo de lo que hoy denominamos Seguros no Vida,
luego estos se extendieron rapidamente por toda Europa, sobretodo por
los paises mediterrdneos, y se empez6 asimismo a legislar sobre el tema,
en particular, cabe mencionar una de las leyes més antiguas del mundo
que a su vez constituye la normativa de seguros mas antigua de Espana:
que son las Ordenanzas de sequros maritimos de Barcelona de 1432.

Los Seguros de vida aparecieron un poco mas tarde, con la incorpo-
racion de las técnicas estadisticas desarrolladas en la época, y es asi que
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20 La esperanza matematica de la utilidad

algunos estudiosos consideran que la ciencia actuarial como tal tiene su
inicio en el ano de 1693, con el articulo publicado por Edmund Ha-lley
titulado: ”Un estimado del grado de mortalidad de la humanidad, obte-
nido de varias tablas de edades y funerales en la ciudad de Breslau”. El
articulo provocé un gran interés en la comunidad cientifica de ese enton-
ces, sin embargo la gran cantidad de datos que era necesario procesar
hacia que los calculos sean muy tediosos y complicados y por tanto el
real desarrollo de la ciencia actuarial se di6 en la época moderna con el
aparecimiento de la informatica.

Actualmente se puede decir que las operaciones de seguros se han
establecido en la sociedad moderna con el fin de proteger a las personas
y a las empresas de contratiempos financieros importantes originados
por sucesos que pueden acaecer aleatoriamente y que no forman parte
de planes futuros de las mismas. En este sentido los seguros cumplen
un papel dinamizador en la economia, porque inducen a las personas o
a las empresas a participar en actividades en las que normalmente no
participarian si no tuvieran la cobertura del seguro.

Cabe anotar que la cobertura de las operaciones de seguros se limita a
reducir las consecuencias de los sucesos aleatorios que se pueden medir en
términos monetarios, y que cualquier otro tipo de impacto no financiero,
como por ejemplo de cardcter sentimental, no puede ser retribuido por
un seguro.

En definitiva, podriamos definir una operacion de sequros como un
medio para reducir el impacto financiero adverso ocasionado por sucesos
aleatorios que impiden que se realicen normalmente las expectativas o
planes de las personas o las empresas.

1.2. La esperanza matematica de la utilidad

Obviamente si los seguros dan cobertura sobre los riesgos, su eva-
luacién debe hacerse en funcién de la utilidad que las personas piensan
tener en sus acciones.

Asi, en todas nuestras actividades, si pudiéramos prever las conse-
cuencias de las decisiones que tomamos, podriamos decidir en base a
nuestras preferencias respecto a los resultados que se tengan, pero como
en la practica no podemos disponer de estas previsiones lo mejor que
puede hacerse es tomar las decisiones de acuerdo a la incertidumbre aso-
ciada a nuestras expectativas. Para esto se ha elaborado la denominada
teoria de la utilidad, que se basa en el uso del valor esperado.

Para fundamentar el uso de la esperanza matemdtica de la utilidad
como criterio de eleccién en el futuro aleatorio y determinar una funcién
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de utilidad que permita ordenar las eventualidades, es preciso establecer
los siguientes axiomas:

i) De preferencia

i1) De transitividad
i11) De independencia estricta
iv) De unicidad

v) De ordenacién

vi) De no saciedad

El objetivo de este texto no es el de profundizar en cada uno de estos
axiomas, que pertenecen a la teoria microeconémica y especificamente
a la teoria del consumidor, pero de manera intuitiva se puede decir que
los tres primeros axiomas mencionados permiten identificar los distintos
tipos de preferencias de los consumidores, por ejemplo se necesita el
axioma de transitividad porque si las preferencias no fueran transitivas
se podria encontrar un conjunto de alternativas tal que ninguna de ellas
fuese mejor y por lo tanto no se podria decidir por una de ellas. Los
tres ultimos axiomas en cambio indican que el orden de las preferencias
puede ser representado por una funcién de utilidad.

En definitiva, el cumplimiento de estos axiomas se reduce a la satis-
faccion de dos hipétesis:

1. las decisiones se toman de manera completamente racional y
2. estas decisiones se las elige de un gran ntimero de posibilidades.

De esta manera, los decisores tratardn de maximizar la esperanza
matemdatica de la utilidad de sus recursos.

Representaremos con U(r) a la funcién de utilidad de un ente cual-
quiera (persona o empresa) en funcién de sus recursos r; en la siguiente
seccion se analizan las distintas posibilidades para esta funcién, dado
que se satisfacen los axiomas anteriores.

1.3. Adversion al riesgo

Por un lado el axioma de no-saciedad implica que todas las funciones
de utilidad deben ser mondtonas crecientes, es decir, U'(r) > 0, o lo
que es lo mismo, la utilidad marginal debe ser positiva. Mientras que
respecto a la concavidad de la funcién se pueden presentar 3 casos, que
se muestran en la Figura 1.1:
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Figura 1.1: Formas que puede adoptar la funcién de utilidad

TIPOSDE FUNCION DE UTILIDAD

ADVERSION AL RIESGO PROPENSION AL RIESGO INDIFERENCIA AL RIESGO

Caso 1: Lautilidad es céncava (i.e. U”(r) < 0): La utilidad crece menos
que proporcionalmente.

Caso 2: La utilidad es convexa (i.e. U”(r) > 0): La utilidad crece més
que proporcionalmente.

Caso 3: La utilidad es lineal (i.e. U”(r) = 0): La utilidad crece de
manera proporcional.

Cuando la utilidad del valor esperado de los recursos es mayor que
la utilidad esperada de los mismos, se dice que el decisor es adverso al
riesgo, si es menor se dice que es propenso al riesgo y si es igual se dice
que es indiferente al Tiesgo.

i.e.: U(E(r)) > E(U(r)); adverso al riesgo
U(E(r)) < E(U(r)); propenso al riesgo
(E(r)) = EU(

(U(r)); indiferente al riesgo

Asi, se puede observar que en el caso 1, si la utilidad es coéncava, el
ente es adverso al riesgo; en el caso 2, si la utilidad es convexa el ente
es propenso al riesgo; y en el caso 3, es indiferente al riesgo, tal como se
observé en la Figura 1.1.

En general, se supone que todos los entes que participan en opera-
ciones financieras son adversos al riesgo.

1.4. Indemnizacién, prima pura, prima bruta

En esta parte se introducen algunos conceptos asociados a los segu-
ros, v que son fundamentales para la comprensién del resto del libro.
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Considerada una persona que posee un bien que corre el riesgo de
ser destruido en el futuro, definimos como la variable aleatoria £ , cuya
distribucién se supone conocida, al monto de la posible pérdida total o
parcial del bien. Por otro lado supongamos que un ente asegurador se
establece con el fin de colaborar en la reduccién de las consecuencias
financieras de dicha pérdida. En tal caso el asegurador emite pdlizas,
que son contratos por medio de los cuales el asegurador se compromete
a pagar al propietario del bien asegurado una suma igual o menor a la
pérdida financiera si es que el bien fuera danado o destruido durante el
periodo de vigencia de la pdliza. A dicho pago se le denomina indemni-
zacion y a la contrapartida del compromiso, es decir al pago por parte
del asegurado, se le denomina prima.

En general, el valor de la prima debe ser calculado en base a un
principio de equilibrio financiero-actuarial, y la determinacion de este
valor es uno de los principales objetivos de la teoria actuarial. El teorema
1.1 indica como debe ser calculada la prima.

Teorema 1.1 Si para una operacion de sequros individual, suponemos
que la funcion de utilidad del asequrador es lineal, el asequrador adopta
el principio del valor esperado, i.e. el asequrador establece como precio
para la cobertura del sequro el valor esperado de la pérdida E(), valor
que se denomina prima neta o prima pura y que se representa con
P.

P = B()

DEMOSTRACION

Si el propietario del bien tiene una funcién de utilidad U(r), y se
enfrenta con posibles pérdidas aleatorias &, se mostrard indiferente
entre pagar una cantidad P (prima) al asegurador y que este se com-
prometa a cubrir las pérdidas o asumir el mismo el riesgo de la posible
pérdida, lo cual se expresa como:

U(r—p)=EU(r-¢))

En el caso particular de que la funcién de utilidad del propietario del
bien fuera lineal:

U(r) = ar+b
Ur—p) = E(U(r—-¢)
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a(r—p)+b = E(ar —af+b)
ar—ap+b = ar—aE(§)+0b

Y asi: P = E(§)

Es decir en este caso el pago de la prima mostraria al propietario
indiferente entre obtener el seguro y no asegurarse.

Con lo que queda demostrado el teorema 1.1. B

Si el asegurador, para cubrir los gastos de operacién, cobro de admi-
nistracion de la cartera, cierta seguridad frente a pérdidas, impuestos,
beneficios, etc. incrementa la prima pura con los recargos correspondien-
tes, se obtiene la llamada prima bruta representada con m:

7=P(1+p)+cp>0,c>0

Donde Pp representa la cantidad asociada a los gastos variables que
dependen de las pérdidas esperadas P y la constante ¢ se refiere a los
gastos esperados que no varian con las pérdidas.

Cuando analizamos una funciéon de utilidad lineal para el decisor,
habria una indiferencia por parte del asegurado en adquirir o no la poli-
za, y si el asegurador no dispusiera de una subvencién adicional a largo
plazo correria el riesgo de arruinarse, por tanto el asegurador debe cobrar
una prima superior a las pérdidas esperadas (i.e. el propietario no pue-
de caracterizarse por tener una funcién de utilidad lineal o convexa).
Entonces procede suponer que en el mercado los decisores tienen fun-
cién de utilidad U(r) de tipo céncavo, i.e. U”(r) < 0, lo que implica
que E(U(E)) < U(E()) y por tanto el asegurado pagard al asegura-
dor una cantidad superior a la pérdida esperada, como se demuestra a
continua-cion.

En efecto, si Uy (r) es la funcién de utilidad del asegurador y r4 los
recursos monetarios actuales del asegurador entonces la prima aceptable
minima 7 para cubrir la pérdida aleatoria £ desde el punto de vista del
asegurador puede obtenerse de la siguiente manera:

UA(T) = E(UA(TA + 7T — f))

Donde:
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Ua(r) — utilidad actual con los recursos monetarios

que dispone
E (UA(TA +m— §)) — utilidad esperada del asegurador al asumir
el riesgo de la pérdida y mediante el cobro

de la prima 7

Asi:

Ua(ra) = E(Ua(ra+m—¢) SUalra+m—p) = m2p

1.5. Problemas resueltos

Problema 1.1 Supongamos que la funcion de utilidad del propietario
es U(r) = /r. El decisor dispone de unos recursos r = 20 u.m. y se
enfrenta con una posible pérdida aleatoria de estos recursos & con distri-
bucion uniforme en [0,20]. Se pide determinar la cantidad mdzima que
estaria dispuesto a pagar el decisor por un sequro que le cubra la posible
pérdida.

Solucion

vr—P = FE r—{)
_ /20 T_€d§
, 20
1 3/2’20
= 97,
3/2
P =
" 30

Como r = 20, resolviendo la ecuacion anterior

_ 100

= P
9




26 Problemas resueltos

Problema 1.2 Un decisor financiero tiene una funcion de utilidad:
U(r) = —e™", siendo £ una wvariable aleatoria Bernoulli. El decisor
estd tratando de pagar la cantidad Py para asequrarse contra una pérdi-
da de 1 u.m. donde P es la probabilidad de pérdida. Cudl es la cantidad
mdazima que estaria dispuesto a pagar el decisor por el sequro?

Solucion

Ur—-P) = EU(r-¢)
_e—r+P1 _ E(_e—r+£)
= —e 01— P)_e TP
= —e"(1-P+Pe)
e’ = 1-P+Pe
P = In(1-P+Pe)

Problema 1.3 Un decisor financiero tiene una funcion de utilidad:
U(r) = —e™", siendo £ una variable aleatoria Bernoulli. El decisor
estd tratando de pagar la cantidad P> para asequrarse contra una pérdi-
da de 1 u.m. donde (1 — P) es la probabilidad de pérdida. Cudl es la
cantidad mdzima que estaria dispuesto a pagar el decisor por el sequro?

Solucion

Ur—P) = E(U(r—Y¢)

_e—r-i-Pg — E( —r+§)
= —e 0P _e (1 - P)
= —¢"(P+e(l-P))

P2 — pye—eP

P, = In(P+e—eP)

e

Problema 1.4 Un decisor financiero tiene una funcion de utilidad:
U(r) = —e ", siendo £ una variable aleatoria Bernoulli. El decisor
estd tratando de pagar la cantidad P3 para asegurarse contra una pérdida
de 1 u.m. donde 0,5 es la probabilidad de pérdida. Cual es la cantidad
mdzima que estaria dispuesto a pagar el decisor por el sequro?
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Solucion

Ulr—P) = E(U(rff))

—e Tt = R(—eTTY)
= —e7"(0,5) —e "(0,5)
efs = 05(1+e)

1
P3 = hl( —|—€>
2

Problema 1.5 Una persona tiene funcion de utilidad U(r), cuya regla
de correspondencia se muestra abajo, y dispone de una cantidad de re-
cursos de 6 u.m. Ade-mds se conoce que estd expuesto a perder parte
o todos sus recursos disponibles, siendo & la variable aleatoria que re-
presenta la pérdida y cuya distribucion F(x) es conocida, y mostrada a
continuacion. Cudnto estd dispuesto a pagar la persona por una poliza
que le cubra la posible pérdida aleatoria?

r 0<r<2
U(r) = T
1+4=- ;r>2
2
(o 2 <0
0,5 0< <2
F(z)=1¢ 06 ;=2

0,6+ (z—2)0,1 ;2<x<6

Solucién

U-r) = EU®-)
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6-¢ ;4<E<6
EUG-€) = B{ ¢
4*5 ;0<¢<4

0 2 4 13

6
+A (6—-¢)0,1d¢

52
= 2403+04¢->001

4 62 6
+0,6&—2-01

2
= 24+03+08-03+12-1

= 3

4

6—-P=3 = P=3A(4<P <6)(lo cual no es posible)

P
4-5=3 = P=27A(0<P<4)

Luego:




Capitulo 2

Distribuciones de
supervivencia y tablas de
mortalidad

En este capitulo se presenta una introduccion a los fundamentos de
la estadistica y del andlisis de sobrevivencia, haciendo énfasis en cierto
tipo de funcién que representa la sobrevivencia de un individuo y que
es de gran importancia en la teoria de seguros de vida y de rentas de
sobrevivencia.

El andlisis de sobrevivencia consiste en una colecciéon de procedi-
mientos estadisticos para el estudio de datos relacionados con el tipo
de ocurrencia de un determinado evento de interés (que generalmente
serd el fallecimiento del individuo), a partir de un instante inicial prees-
tablecido.

2.1. Variables aleatorias y distribuciones

A continuacién se pueden observar las definiciones y propiedades
basicas propias de la estadistica, con el fin de comprender los conceptos
estadisticos asociados al andlisis de supervivencia.

Experimentos aleatorios: En términos simples un experimento alea-
torio es un proceso cuyo resultado es incierto, al resultado del
experimento lo representamos con w.

Espacio muestral: Es el conjunto de todos los posibles resultados del
experimento aleatorio, se representa con {2.

Evento: Denominaremos evento a cualquier subconjunto del espacio
muestral, diremos que el evento A ocurre si y solo si el resultado
del experimento w € A.

29
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Probabilidad: Dado un experimento aleatorio con espacio muestral €2,
se dice que la funcién P : y(Q) — R! es una funcién de probabi-
lidad si satisfacen los siguientes axiomas (establecidos por Kolmo-
gorov en 1933):

i) VACQ: P(A) >0
i) P(Q) =1

191) Si A; es una coleccién numerable de eventos disjuntos:

() S
=1 =1

Variable aleatoria: Se denomina variable aleatoria Y, a cualquier fun-
cion de valores reales cuyo dominio es el espacio muestral de un
experimento aleatorio. Es decir, Y : Q — R.

Funcion de distribucién de la variable aleatoria: Se denomina
funcién de distribucién de la variable aleatoria Y a la funcién de-
finida por:

F(y) =P <y)

Variables aleatorias discretas: Se dice que una variable aleatoria Y
es discreta si su rango® es un conjunto discreto.

Variables aleatorias continuas: Se dice que una variable aleatoria Y
es continua si su funcién de distribucién es una funcién continua.

Funciones de densidad de probabilidad: Para el caso continuo y
discreto se definen de la siguiente forma:

= Para el caso discreto se define la funcién de densidad de pro-
babilidad p(y) como:

= Para el caso continuo se define la funcién de densidad de
probabilidad f(y) como:

_dF

f(y)—@

(y)

17(9) representa el conjuto potencia de €2, es decir el conjunto de todos los sub-
conjuntos de €2

2El rango de una funcién es el conjunto de sus iméagenes, en otras palabras es el
conjunto de valores que puede tomar la variable aleatoria
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Propiedades de las distribuciones de probabilidad: Las funcio-
nes de densidad de probabilidad en los casos discreto y continuo,
satisfacen éstas propiedades:

CASO DISCRETO | CASO CONTINUO

Vy,p(y) >0 Yy, f(y) >0
+oo
S =1 | [ fway=
y — 00

En el caso continuo ademads se satisfacen las siguientes propiedades
de la funcién de distribucién F'(y):
= lim F(y)=0
y——00
lim F(y)=1
y—+oo
= [ es una funcién continua, mondtona creciente.
Valor esperado de una variable aleatoria: Para una variable alea-

toria Y cualquiera, se define su valor esperado, o esperanza mate-
matica, como:

Caso discreto: E(Y) = Zyp(y)
y

+o0o
Caso continuo: FE(Y) = / y fly) dy

— 00

Valor esperado de una funcién de una variable aleatoria: Para
una variable aleatoria Y, se define el valor esperado de una funcién
g(Y) cualquiera, como:

Caso discreto:  E(g(Y)) = Zg(?/) p(y)
y

+oo
Caso continuo: E(g(Y)) = / 9(y) f(y) dy

— 00

Varianza de una variable aleatoria: Para una variable aleatoria Y
cualquiera, se define la varianza de Y, representada con Var(Y) o
5%y
Var(Y) = E(z — p)?
Donde p = E(), es decir es el valor esperado de la diferencia
cuadratica entre la variable y su esperanza.
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Teorema 2.1

Var(Y) = B(z*) — E*(2)

DEMOSTRACION

Para el caso continuo:

Var(Y) = E(z—p)?
+oo
— [ - wfa) de

—00

+oo
- / 2? f(z) dv —2 px f(z)+p? f(z) do

_—tooo +o0o
= / fo(:r)dx—Q,u,/ z f(x) de+
+o00

TS f(z) da

= E(@®) =2 p B(z) + 4
E(2?) — 2 E*(z) + E*(x)
= E(z%) — E%*(2)

2.2. El Modelo Biométrico

La biometria es el conjunto de métodos de la Estadistica Actuarial
que se ocupa, fundamentalmente, del estudio de la supervivencia de los
elementos de cualquier poblacién sujeta a un proceso de envejecimiento,
por ejemplo de personas, animales, o incluso de otro tipo de entes, como
objetos o empresas. Esta supervivencia generalmente es caracterizada
por un conjunto de caracteristicas agrupadas en las denominadas tablas
de mortalidad, la modelizacién de estas caracteristicas se dice que repre-
sentan el modelo biométrico, cuya variable independiente principal es el
denominado tiempo biométrico de los individuos, que no es mas que la
edad de los mismos. Este modelo biométrico es un modelo estocéstico,
en el sentido que incluye en su estructura por lo menos a una variable
aleatoria, esta es la variable £, que llamaremos edad de fallecimiento,
y que representa el tiempo bioldgico transcurrido desde el instante del
nacimiento del individuo hasta su fallecimiento.
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Obviamente la edad de fallecimiento £ intrinsicamente es una variable
aleatoria continua. Sin embargo, la informacién de la que se dispone
referente a la edad de fallecimiento de los individuos a través de registros
censales o muestrales de poblaciones concretas, suministran inicamente
los anios completos que ha vivido el individuo, por lo que en la practica
se debe describir a la variable £ como una variable aleatoria discreta. En
los modelos que se deducen en este libro se toman en cuenta éstas dos
situaciones posibles, dependiendo de las caracteristicas del problema a
modelizar.

2.3. Funcion de supervivencia

Sea z la edad, en anos enteros, de un ente (individuo, empresa,
méquina, etc.), es decir, x = 0,1,2,... y consideremos un ente recién
nacido (recién creada, recién comprada, etc.) al cual le asociamos la va-
riable aleatoria £ que representa la edad de fallecimiento (quiebra, dano,
etc.) del ente considerado. Si F(z) es la distribucién de probabi-lidad
acumulada (i.e. F(z) = P(§ < z, x > 0)), definimos la funcion de
supervivencia de x por:

S(a) =1 - F(a),

es decir S(z) = P({ > x) es la probabilidad de que el ente llegue con
vida a la edad z.

2.3.1. Propiedades

» La distribucién de £ queda completamente determinada por F'(x)

o S(x).
» S(x) es una funcién mondtona decreciente.
= S(0)=1
« lim S(z) =0

200

= La probabilidad que un recién nacido fallezca entre x y y, sobre-
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viviendo a la edad x es:

Pz <{<y)
P>z
F(y) — F(x)
1— F(x)
S(z) = 5(y)
S(z)

Pla<{<yl{>z) =

2.3.2. Tiempo de vida futura y probabilidades de falle-
cimiento y sobrevivencia

Representamos con (z) al ente (persona, empresa, etc.) de edad = y
por T'(x) al tiempo futuro de supervivencia de (z), i.e. T'(z) = £ —x. Se
definen:

» La probabilidad de que (z) fallezca dentro de t anos:

14z = P(T(z) < t)

» La probabilidad que (x) sobreviva por lo menos ¢ anos més:
e = P(T(z) > t)

De manera particular las probabilidades de fallecimiento y super-
vivencia a un ano se representan con g, y p, en lugar de 19z ¥ 1Pz,
respectivamente. Es decir:

» ¢, = P(T(z) < 1) = Probabilidad que fallezca dentro de un afio

» p, = P(T(x) > 1) = Probabilidad que sobreviva al afio siguiente

En cambio, la probabilidad que (z) sobreviva ¢ afios mas y fallezca
en los n anos siguientes se representa con ;/,¢s.

Aunque estas probabilidades temporales de fallecimiento y sobrevi-
vencia, ¢, y tp. estan definidas para cualquier valor real de t, en la
practica solo son calculadas para valores enteros de ¢ a partir de las ta-
blas de mortalidad, aunque en 2.6 se analiza la situacién en la cual ¢ no
es entero.

En el Teorema 2.2 se analizan algunas propiedades que tienen estas
probabilidades.

Teorema 2.2 Se satisfacen las siguientes propiedades:
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7’) tPx = 1-— tqx
i) En el caso de recién nacidos
T(O) = ¢
= S(x), Vx>0
zu) t/n(h’ = tPz nGz+t
tinte = Pt <T(x)<t+n)
= t/n4z — tqz

= tPx — t+nP=x
= tPx nYx+t

. ~ S(x+t)
) (pp = W

DEMOSTRACION

Demostremos la tercera parte del teorema 2.2

e = Pt <T(z)<t+n)
= P(T'(z) <t+n)—P(T(x) <t)

= t+nqzr — t4zx

Asi:

S(z)—-S(x+t+n) S(x)—S(x+1t)

e = S(x) G
S +t)-S@+t+n)
- S(x)
S +t) Sa+t)—-S@+t+n)
~ S(x) S(x+1t)
= tPx nqz+t |

2.3.3. Tiempo de vida futura

En el caso discreto, se representa con K (x) al tiempo de vida futura,

y se lo denomina tiempo de vida abreviado, con distribucién:
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P(K(x)=k) = Pk<T(x)<k+1)

= tPx — k+1Pz
= k+19z — kY9x
También:
P(K(z)=k) = kpslutk k=0,1,2,...

En definitiva K (z) representa el nimero de anos completos de so-
brevivencia.

2.4. Modelos de sobrevivencia/quiebra y tablas
de mortalidad

Las tablas de mortalidad generalmente contienen valores tabulados
de I, d., q., y otros valores que corresponden a estimaciones de parame-
tros de supervivencia y mortalidad de una poblacién obtenidas a partir
de datos demograficos de nacimientos y defunciones en la misma.

Se denota con [y al nimero de recién nacidos. Cada recién nacido
tiene asociada una distribucién S(z). Si A(z) es el nimero de sobrevi-
vientes a la edad z, se define [, = E(A(x)); es decir, [, es el nimero
esperado de sobrevivientes a la edad x.

De esta manera tenemos que A\(x) es una variable aleatoria con dis-
tribucién binomial cuyos pardmetros son /g (nimero de intentos) y S(z)
pro-babilidad de éxito.

A — B (lo,S(x))

De forma andloga si ,,0, es el numero de fallecimientos entre las
edades x y = + n de entre los [y iniciales y ,d, = F(,d;); es decir, el
numero esperado de fallecimientos entre estas edades.

— lr - lm+n
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2.4.1. Tasa instantanea de mortalidad

Como g, es el porcentaje anual de fallecimientos, y es evidente que
este valor varia para cada edad z, es interesante disponer de una forma de
medir su variacion instantanea. Para ello consideramos la probabilidad
que una persona fallezca entre x y = + Az, dado que sobrevive a la edad
x:

F(z + Az) — F(x)

Plx<é(<z+Azx | E>z)= —F@)

Y si Az es suficientemente pequenio:

F'(x)Az  f(z)Ax
@<&setde | £>2) =5y =1y
Es decir, la probabilidad de que un individuo de edad z fallezca en el
instante Ax posterior es proporcional a la duracién de ese instante con
el coeficiente de proporcionalidad siguiente:

f(x)
1— F(x)

A esta expresion se le denomina la fuerza de la mortalidad y se la
representa con [, y es en definitiva una medida de la intensidad de la
mortalidad a la edad zx, para los individuos que han alcanzado esa edad.

Entonces:

Uz =

Teorema 2.3 La fuerza de mortalidad satisface las siguientes propieda-
des:

i) e >0 VzeR

o S@ L
W= =gy =L
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+
ii1) npy = e Jo Mot = o= o pasedt

n
i'U) ndx = / tPx Ma+t dt
0

DEMOSTRACION

Demostremos la parte 4ii) del teorema 2.3:

—d (In S(z)) = pgde
z+n z+n
d(In S(z)) = / Ha dx
S(m + n) T+n
1 = — z d
- ( 5() ) / o €
T+n
= In ,p, = —/ Ly dx
nPr = e_fwern po dr gy
DEMOSTRACION

Demostremos la parte iv) del teorema 2.3:

Mz

r+n
_/ la: Kz dx

+n
logan —lp = —/ ly py dy
J:TL
Iy —loyn = +/ Lot poye dt
0
diviendo para I :
n
=n ez = / Pz Pt dt W
0

Es decir p, prz4+ es la funcion de densidad de la variable aleatoria
tiempo de vida futuro para un individuo de edad z.
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Cuadro 2.1: Relaciones entre las funciones biométricas
f(@) F(x) o Iy
. I
f(.T) F/(I‘) Mme* fO we dt _li
0
F(x) / f(t) dt 1—S(z) | 1—e Jomd 1_%
0 0
+00 . !
S(z) /) f(t) dt | 1—F(x) o S e dt f
* 0
" /(@) Fl@) | _S() L
1 _/ f(t) dt 1- F(.QZ) ) l:c
0
OBSERVACIONES
» Sin=1

1
%Z/tMMH&
0

n-+m
" n/mz = / tPx Hx+t dt

n

= opo = S(z) = e Jo medl

En resumen, en el Cuadro 2.1 se muestran las relaciones entre las
principales funciones biométricas: f(z), F(z), S(z), pz v ls-




40 Modelos de sobrevivencia/quiebra y tablas de mortalidad

2.4.2. Modelos de supervivencia sobre base empirica

Hasta el momento hemos estudiado los fundamentos probabilisticos
propios del fenémeno de la mortalidad, y las probabilidades més re-
levantes que se derivan de dichos fundamentos. Sin embargo, también
se pueden construir modelos de fallecimiento/quiebra sobre una base
empirica a partir de los datos estadisticos relativos a la mortalidad (Re-
gistro Civil, censos, etc.), de la siguiente manera:

Elegida una poblacién inicial Iy llamada raiz de la tabla se definen:

do = 1o qo li = lp—do
di=lLaq lo = Li—di=1lop— (do+dv)
rx—1
dy = 1o G e = lo— > d;
i—0
donde:

l, es el numero de sobrevivientes a la edad x
d, es el nimero de fallecimientos a la edad x
q. es la probabilidad de fallecimiento a la edad z

En la Tabla 1 del Anexo 3 se muestra una tabla de mortalidad ela-
borada para la poblacién ecuatoriana.

2.4.3. Estimacion de u, en el modelo empirico

Teorema 2.4 Cuando l, viene dado por una tabla de mortalidad y no
se conoce su distribucion, los valores de p, pueden estimarse como:

(ln lac—l —1In l:L’+1)

N

Ha =

DEMOSTRACION

nPz =€ fon Ha-ts dt

Sin=1:
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1
pil) = ei fO Ha+t dt

1
Inp, = —/ Mort dt
0

1
/ Patt db 2 fip 1)
0

luego:

lnpr = _,U:c—‘rl/Q

1
—(lnpy—1+1np,) = —/ Pt dt (2.1)
1

Aproximando la integral en 2.1:

1
/ Pyt dt =~ 2uy=—1In py1 —1n p,
-1

1

1
K _i(ln Pz—1+In pm)

1

DN | —

(ln lel —1In lz+1) |

En el Anexo 1 se muestra el grafico para [, y u, en la poblacién
ecuatoriana.

2.5. Otros parametros de sobrevivencia y mor-
talidad

A continuacién se definen otros parametros importantes que indican
caracteristicas especiales de una poblacién:

2.5.1. Esperanza de vida abreviada y completa

La esperanza de vida se representa en los casos discreto y continuo
como e, y é, respectivamente y se define de la siguiente manera:

Sea K = anos de sobrevivencia (completos) y w = tiempo méaximo
de vida en la poblacién se denomina esperanza de vida abreviada (anos
esperados completos de vida) al valor esperado de K, es decir:
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Sea ahora T' = tiempo de sobrevivencia futuro, se define la esperanza
de vida completa al valor esperado del tiempo de vida futuro T'; es decir,

ée = E(T)

w—x
= / t tDx Mot dt
0

Integrando por partes se deduce que:

w—x
éac = / tPx dt
0

Nétese que e, es la esperanza de una variable aleatoria discreta,
mientras que é, es la esperanza de una variable aleatoria continua.

OBSERVACIONES
La aproximacién del caso continuo por el discreto resulta en la si-
guiente férmula

€r ~ €g+

2.5.2. Vida probable

Para definir la vida probable supongamos que ;p, es continua, enton-
ces va a existir un ¢ = 7 en el cual:

1
Px = 74z = 5
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A 7 se lo denomina tiempo de vida probable, i.e. (z) tiene igual
probabilidad de fallecer dentro de 7 anos o de sobrevivir a la edad x + 7.

En otras palabras 7 es la mediana de la variable aleatoria tiempo de
vida futura.

2.5.3. Numero total esperado de anos de sobrevivencia

Considerando un colectivo de [y personas, denotamos con L, el nime-
ro de anos de sobrevivencia vividos por el colectivo entre las edades x y
x + 1y lo expresamos como:

1
Lo= [ i) pose) dt + Lo
0

1
L= / Lo dt
0

Teorema 2.5

DEMOSTRACION

1
/ t(ly+t)(patt) dt = anos vividos por aquellos que mueren entre las
0

edades z y x + 1; y l,41 = anos vividos por aquellos que sobreviven
ala edad x + 1.

dly, = —lp iy dt
dlzry = —lpgt poge dt
1
= L, = —/ t dlx+t+lx+1
0

Integrando por partes:

u = t dv = dlzyy

du = dt voo= gy

1

1
L, = —t lm-l—l‘ +/ lpve dt + 111
0

0

1
= _lx+1+/ Lo dt + 111
0

1
= / Z;B_;_t dt .
0
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2.5.4. Tanto central de fallecimientos

Se define el tanto central de fallecimientos a la edad = como:

l;r - l;L’+1
My I
z+1
/ ly g dt
— X
1
/ Lo dt
0
1
/ lott prote dt
My = 0

1
/ Lose dt
0

2.5.5. Numero total de anos vividos por un grupo

Se representa con T, al numero total de afios vividos desde la edad
x por el grupo de sobrevivientes procedente de un grupo inicial de [
elementos.

Entonces T, puede expresarse como:

+oo
Ty = / tlptt poye di
0

Teorema 2.6 Se satisfacen las siguientes propiedades:

“+00
i) T, —/ lote dt
0

6) bp=-t=20

+oo
logs dt -
tPx
lx lx 0

La demostraciéon queda como ejercicio para el lector.

2.6. Hipotesis para edades no enteras

En lo anterior se han analizado las funciones de distribucién de la
mortalidad y la supervivencia asociadas a edades enteras z = 0,1,2, .. ..
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En esta seccién analizaremos lo que sucede entre dos edades enteras
consecutivas r y x + 1.
Considerando las variables t y y, tales que:

0<t<l; O<y<l—t

se tienen las siguientes suposiciones que pueden hacerse sobre la distri-
bucién de estas variables.

2.6.1. Distribucién uniforme de la mortalidad

En esta hipotesis se supone que las defunciones d,, se distribuyen
uniformemente a lo largo del afio; es decir I, 1+ es una media ponderada
de lp y lpt1:

lot = (1= ) lp + tloss

De esta manera la hipétesis de distribucién uniforme implica que I+
se calcula por medio de interpolacién lineal entre los valores I, v l;41.

El siguiente teorema indica las principales implicaciones de esta hipé-
tesis entre las funciones biométricas.

Teorema 2.7 Bajo la hipdtesis de distribucion uniforme de las defun-
ciones se cumple que:

i) lowe = lp —t dy
i) 1z =1 qp

3) pr=1—1 ¢y

. q
7"") yqz+t = ﬁ
X
q
V) Hpit = ﬁ
xX

Vi) (Do Patt = Qo

DEMOSTRACION

Demostremos la parte i) del teorema 2.7 donde I,y =1, — t dy

lx—i—t = gz — t(lx - lz-‘,—l)
= l,—td,
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DEMOSTRACION

Demostremos la parte ii) del teorema 2.7 donde g, =t ¢,

l
tdxe = 1-— 9;+t
T
Iy
!
e = 1—1+t—t“Hm

xT

2.6.2. Fuerza de mortalidad constante

Bajo esta hipétesis se supone que la fuerza de mortalidad es constante
a lo largo del ano entre las edades enteras x y x + 1; es decir que pipqt =
e V0 <t < 1. En este caso se cumplen las siguientes propiedades:

Teorema 2.8 Bajo la hipdtesis de fuerza de mortalidad constante se
cumple que:

i) tgp=1—etHe

1) pr=1—e tHe

11) yQuyr =1—e Y e
W) Py fott =€ " Fopg

'U) Pz = (tpac)l/t

2.6.3. Hipdtesis de Balducci

Bajo esta hipotesis se supone que el reciproco de I+ es una media
ponderada de los reciprocos de I, y l,41; es decir,

1 1 1
=1—-t)—+t
lg;_t,_t ( >lx la:+1

Teorema 2.9 Bajo la hipotesis de Balducci se cumple:
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. lm l:r+1
l =
ey By sy
i) gy = — T
EETTO ) 4
i) yqese = Y &
Y 1-— (1 - Y- t) 4z
iv) - =
M+t 1— (1 — t) 4
_ Pz Gz
'U) tPx Mo+t = (1 — (1 — t) (Za:)2

Todas las propiedades enunciadas son faciles de demostrar, bajo las
hipétesis indicadas, por ejemplo verifiquemos la férmula iv) para hallar
e+t bajo las hipétesis de Balducci.

La hipétesis de Balducci establece que la funcién cohorte a una edad
intermedia entre dos enteras se calcula como:

lm l:rJrl
tl, + (1 — t) lpt1

lm+t =

/
. la:+t
l:(:+t

Sabiendo que g+t =

la: lx—i—l (la: - lCC+1)
tly+ (1 —1) lpgp1)

l;c+t:_( 2

l:r lw—i—l (lz - lr—H)
(tlp+(1—10) lm+1)2
lz Lzt
(t la: + (1 - t) lx-l—t)
lac lm+1
tle+(1—1) lapa

o qx
Mz+t = 17(170 0

Mzt

2.7. Algunas leyes de mortalidad importantes

Histéricamente desde el siglo XIX muchos investigadores desarro-
llaron algunos modelos tedricos que buscan explicar el comportamiento
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de las funciones biométricas, de esta manera investigadores como Moivre,
Makeham, Gompertz, etc. plantearon algunas leyes tedricas para des-
cribir la mortalidad en una poblacién.

Estos modelos proponen una forma funcional para la supervivencia
de una poblacién. La ventaja de desarrollar modelos tedricos tiene dos
raices:

= En primer lugar una metodolégica: estudios sobre fenémenos bio-
l6gicos terminan concluyendo en una determinada forma funcional
para las funciones biométricas.

» La segunda raiz es de orden practica: Una funcién que dependa de
unos pocos parametros es facil de manejar.

Los modelos tedricos mas importantes son los siguientes:

2.7.1. Ley de Moivre

En esta ley se considera que el niimero de sobrevivientes [, es una
funcién lineal decreciente con la edad, es decir:

ly = a+ bx;

los parametros a y b son ficiles de determinar, asi:

l0:a+b-0:a

Y si w es la edad maxima que puede alcanzar un individuo en esa
poblacién®, denominado también infinito actuarial,

ly=0=1,=a+ bw

De donde w = —9 = —l—o

a
Asi, la funcién que determina el nimero de sobrevivientes esperado
bajo la ley de Moivre es:

lx:l()(l—x); 0<z<w
w

3A lo largo de este texto se usaran, indistintamente, los sfmbolos w y oo para
representar al infinito actuarial
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Cuadro 2.2: Ley de Moivre

Iy lg(l—x>; 0<z<w
w
dx %’
Hax wix
nPx 1-n Mz
S(z) 1-2Z
ém ’LU;$

Facilmente se puede deducir que la fuerza de mortalidad es:

1

w—x

Mz =

Y que la tasa de defunciones a la edad x es:

l
dy = 2
w

Es decir, las defunciones anuales son iguales para todos los anos. La
linealidad de la funcién de supervivencia hace evidente este hecho.

En el Cuadro 2.2 se muestran las funciones biométricas bajo la ley
de Moivre.

En las Figuras 2.1 y 2.2 se muestra la forma que tienen las funciones
v Iz v pz bajo la ley de Moivre para el parametro w = 100 y [p = 100000.

2.7.2. Ley de Gompertz (1825)

Para deducir esta ley consideremos que una medida de la propen-
sién a la muerte es u,, entonces una medida de resistencia a la muerte

1 . )
es —, Gompertz supuso que la resistencia a la muerte decrece propor-

X
cionalmente, es decir el crecimiento relativo de p, debe ser constante,
asi:
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Figura 2.1: Forma que tiene la funcién I, bajo la ley de Moivre

| x NUumero esperado de sobrevivientes
100000

80000
60000
40000
20000

20 40 60 80 180°dad

Figura 2.2: Forma que tiene la funcion p, bajo la ley de Moivre

ux Fuerza de Mortalidad

2.5
2
1.5
1

0.5

a0 60 80 100 °dad
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fh
1
In <> = —hx+c
Uz
Inp, = hx—c
Ly = ehze—c
Tomando e~ ¢ = 3, se tiene que:
pe = B(e)"*

i.e. si se cumple la ley de Gompertz, la fuerza de mortalidad crece
geométricamente:

=1, = lpe Jor
R
e loe h 0
_Bghz B
l,. = lype R T eh
_8 lo
Siel=¢,d=¢"n, k=—
0
_B oz
le. = lpe n <6t
= oot

Obtengamos ¢p, por esta ley:

~

x4+t

tPx =

k gcz+t
k o<
5cac+t —cT

t

e = 7
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Cuadro 2.3: Ley de Gompertz

I, 16 0<z<+400, <1, c>1

dx lp 071 (1= g¢"(e=D))

s —Ind-Ilnc-c”

Pz 5c”(c”71)

S(x) 5t
oo T (At

éx j/ 5@ gt
0

Que representa a la probabilidad de que un individuo de edad =z
alcance la edad x + ¢ bajo la hipotesis de Gompertz.

En el Cuadro 2.3 se muestran las principales funciones biométricas
bajo esta ley.

En las Figuras 2.3 y 2.4 se muestra la forma que tienen las funciones
ly v pe bajo la ley de Gompertz para los parametros [l = 100000,
6=09c=1,1

2.7.3. Primera Ley de Makeham

Ademsds de considerar la resistencia decreciente a la muerte como en
el caso de la ley de Gompertz, Makeham considera la presencia de la
propension a la muerte en cualquier edad x, (producto por ejemplo de
la muerte independiente de la edad (x) esto se traduce en aumentar una
constante al modelo de Gompertz:

e = A+ BC”

e = lpe Jomd

o JE ATBOY dy

e Jo A dye— Jo BCY dy
_ gy e AT o [T BCY dy
e—Ax 503”—1

l, = lgS® 61

Donde S = ¢4
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Figura 2.3: Forma que tiene la funcion I, bajo la ley de Gompertz

Numero esperado de sobrevivientes
1000004

80000
60000
40000
20000

10 20 30 40 y edad

Figura 2.4: Forma que tiene la funciéon p, bajo la ley de Gompertz

Fuerza de Mortal i dad
1.

2
1
8
6
4
2

© o o o

edad
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Cuadro 2.4: Primera Ley de Makeham

Ly lp S* 671 0<x<400, 6,8<1, c>1
dz lp S 671 (1 — 85" (e=D))
L —InS—1Ind-Ilnc-c*
nPa gn 5cz(c"71)
S(z) ST el
+oo
és / St <= gy
0

Asi p, = St §<"(¢"=1)

En el Cuadro 2.4 se muestran las principales leyes biométricas bajo
esta ley.

En las Figuras 2.5 y 2.6 se muestra la forma que tienen las funciones

ly v e bajo la primera ley de Makeham para los parametros lg = 100000,
6=095=09,c=1,1:

2.7.4. Segunda Ley de Makeham

En una poblacién tipica, la mortalidad por edades primeras suele
ser mas alta, por lo cual una forma usual para u, es la mostrada para
la fuerza de la mortalidad en la Figura 6.2 del Anexo 1, la cual ha
sido obtenida directamente a partir de los datos de mortalidad en la
poblacién ecuatoriana, desgraciadamente la primera Ley de Makeham
tiene problemas de ajuste para las edades méas jovenes, por lo que su
disenio se hace més real si se anade un término lineal a p,:

e = A+ Hx + BC*
Es facil demostrar, siguiendo los pasos anteriores que:
lp, =1p ST 8% 5 ~1

En las Figuras 2.7 y 2.8 se muestra la funcién I, y u, bajo la segunda
Ley de Makeham, nétese la similitud con las dadas en el Anexo 1.
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Figura 2.5: Forma que tiene la funcién [, bajo la primera ley de Makeham

Numero esperado de sobrevivientes
100000

80000
60000
40000
20000

510 15 20 25 30 cdad

Figura 2.6: Forma que tiene la funcién p, bajo la primera ley de Ma-
keham

Fuerza de Mortali dad

1.

© o o o

edad
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Figura 2.7: Forma que tiene la funcién [, bajo la segunda ley de Ma-
keham

| x NUumero esperado de sobrevivientes
100000

80000
60000
40000
20000

edad

10 20 0

Figura 2.8: Forma que tiene la funcién p, bajo la segunda ley de Ma-
keham

ux Fuerza de Mortalidad

© oo o09ooo0

8
7
6
5!
4
3
2

20 40 60 80 100 °d9ad
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2.8. Problemas resueltos

Problema 2.1 Si S(z) =1— i, 0 <z <100, calcular:

100
1) o
Solucion
1
_ _S’(x) _ ~100
Ha Sx)  1_ %
100
_ 1
100 —=z
2) F(z)
Solucion
S(x) = 1—F(x)
F(z) = 1-S5(x)
— - <1 - x)
100
F(z) = %
3) f(x)
Solucion
_ d(F(z)) 1
J@) = =" =10

4) P(10 < z < 40)

Solucion

40 1
P10 <z <40) = / — dx
0 100

40 10 3

100 100 10
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Problema 2.2 Si se conoce que la funcion de supervivencia de un de-
terminado sector industrial viene dada por la expresion:

x
= - — <z<
S(z) <1 100> para 0 <z <100

Se pide calcular el tanto instantdneo de quiebra para una empresa del
sector que lleva funcionando 25 anos.

Solucion

Mz =

pos = —200_ — 0013

Problema 2.3 Calcular las probabilidades: ¢peo, 10956, 4P56, St Se cono-
ce que el numero esperado de sobrevivientes a los 56 anos es 876,286, a
los 60 anos es 841,349 y a los 66 anos es 763,626

Solucion

les 763,626
— 6 _ — 0,90762
6P60 loo 841,349
o 763, 626
= 180 D 19857
10456 Iss 876, 236
leo 841,349
_ 60 _ —0,96013
4Ps6 lss 876,286

Problema 2.4 Calcular la probabilidad de supervivencia 1g9p1o, sabiendo
que el tanto instantdneo de f/q es:

1 N 1
C100—z  120— =z

s para 0 < a2 <100
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Solucion

20 1 1
10P10 = e f10 (100—t+120—t) dt

p o= 100—t w o= 120—t

20 1 20 1
_efw 100—t dt*fw 0
20 1 20 1
= —e Jio u(=du)=fip y(=dw)

20 20
= eln(u) ’ 107 n(w) ’ 10

10P10

20 20
(n(100—2) | ,~In(20-1)|

= 0,888

Problema 2.5 Sabiendo que q, = 0,200 y se wverifica la distribucion
uniforme del acaecimiento de los f/q durante x a x+ 1. Se pide calcular
my.

Solucion
Iy + lpt1 lp —lz11
Lx = 5 r = 5
2 m L,
lz+1
; = 1-=4
q L
. l:p - l:p—l—l
— 5
= 0,200
ly
0,200 = 1-— l* !
ly
L~ 1-0,200
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my = Q(Zx - lirl)
l:c + lx+l
201, —081y)
T 1L, +081,
20,161,
l, +08 I,
04
18
my = 0,222

Problema 2.6 Justificar cual de las siguientes expresiones es verdade-
ra:

1) Oz = tPzx (Hm - Hm—i—l)

Solucién
8({;ix) = tPz (Mz - M:v—l—l)
O1—4ps) 0 S(x +1t)
Ox ~ Ox <1 © S(x) )
o1 — ps) (5/@ +1)S(z) — Sz + t)S’(;U))
ox N S(z)?
_ _S/(w+t)5(af) . S(x +t)S'(z)
S(z)? S(x)?
B _S’(m+t)+S(w+t)S’($)
S(x) S(x)S(x)
8(5ix) = —lgit tPx — tPz e = ES FALSA

2
Problema 2.7 Si S(x) = (1 - 1:80> para 0 < x < 100. Se pide
calcular F(75), f(75), u2s.

Solucién




Distribuciones de supervivencia y tablas de mortalidad 61

S(z) = 1—-F(x)
Fz) = 1-95(=z)

_ (o0 —a)\?
N 100

100 — 75\ 2
15
16

rio = 3(%5) (3
o= 100 100
100 — z
a 2( 1002 )
100 — 75
1) = 2( 10000 )
1
200
f(z)
1— F(x)
1

o = —200= =008
1 15
16

Mz =

955
Problema 2.8 Si lp5 = 1000, log = 955, qo5 = 0,010, por = 975" Se

pide obtener el valor de qog.

Solucion
s s 95
q26 = I b27 = Iom =975
dog = lag —la7
990 — 975

= 15
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l
G5 = 1—&
l
0,010 = 147i3§
25
l26 = (1—0,010)><l25
= 990
15
= Q26 = 990

Problema 2.9 Si la funcion de densidad de probabilidad de la variable
& viene dada por la expresion:

2
f(x):<64:30> para 0 <z <80

Se pide calcular la probabilidad 90pag.

Solucion

P(40 < £ <60 | ¢ > 40)

xT

T 9t
F(z) = J/ =g
o 6400
2

t dt

6400 Jq

1 ¢
3200 2
2

T

0
L
3200 2

S(x) = 1-—F(x)

:L'2

1= 5200
S(40) — S(60)
S(40)

3600

_ {6400
1600

6400

20

20940 = @
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20 7
P = 1 _—_— = —
204740 4 12

Problema 2.10 Para una funcion de densidad de probabilidad de la
edad de fallecimiento

2z
= — <z<
f(x) (6400) con 0<x<80

y, (x) =40 se pide una ezxpresion de la funcion de densidad de probabi-
lidad de la variable T = T'(40).

Solucién
La densidad de la variable tiempo de vida futura 7" = 7'(40) es:

. CS@0+) [ S(A0+1)
110 10+t = g 40) S(40 + 1)
Y como
2
X
—_ 1 _
S(z) 6400
s __*
(z) 3200
Entonces
- (40 4 t)?
_ 6400
P10 paott = — 0
6400

Problema 2.11 Sabiendo que +q, = 0,10 parat =0,1,2,...,9. Se pide
calcular 9z 45

Solucion

tdxy = tPx Qx4+t

lx+5 - lx+7
24z+5 T
lx+5
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59z = 5Pz Gz+5 = 0,10
6dr = 6Pz dz+6 = 0710
lx+5 % (Zx+5 - lx+6> _ 0’10
la: lx+5
lm+6 % <lx+6 - lm+7> _ 0’10
lr lw—l—ﬁ
lots = lote +loye —lupr 0.10 + 0.10
lm ) 9
lz+5 - l$+7 _ 0’20
Iy
lm+5
= 1 -
I 54z
= 0,90
l l
= 2qz4+5 = can i axf

Problema 2.12 Un colectivo tiene como tanto instantdneo de falle-
cimiento pi; = A+ €® para x > 0. Y se verifica que 9spo = 0,50. Se
pide calcular el valor de A.

Solucion

0,5
0,50P0 = elo p de
efoo‘s A+e® dx

efoovf’A da+ [0 e da

In(0,50) = —(A(0,5)+ €"® —¢)

0,693147 = (0,54 +1,6487 — 1)
A = 0,088
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Problema 2.13 Sabiendo que en un colectivo el nimero de supervivien-
tes a la edad x viene dado por la expresion:

1000(w2 — xQ) para 0<zx<w
Se pide determinar el valor de é, = E(T(x)).

Solucion

l. = 1000(w? — %)

= lppt = 1000(w? — (z +1)?)
= 1000w? — 1000(z + t)?
=l = —2000(z +1t)

w
€r = / t phgtt (P2 dt
0

w _l/ ' lm—}—t
— t/itaH- dt
0 lx-‘,—t l$

@ (2000 t
/ , {20006 +0)) S )2) dt
o 1000(w? — x?)
/w 2000t + 2000t
o 1000(w? — 22)

_ 1 2000a¢% " 2000¢% |
B 1000(w2—x2)< 2 O+ 3 0)
B 1 2000zw? | 2000w?
~1000(w? — 22) < 2 T3 >
_ rw? 2wl
Tow?—22 " 3uw?—2a?

w? <x + 210)
_ 3
- w2 — 12

Problema 2.14 Sabiendo que la funcion de supervivencia de un deter-
minado colectivo viene dada por la expresion:

1 3
S(x):< >, para x>0

1+x

Se pide determinar la esperanza de vida completa para (13).
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Solucion

b3 = —— ) (1+=)’at
€13 /0 <1+w+t> (1+2)
[e%) 1 3
0 (1+.§U+t>3
[e%) 3
/ (4
o (14+41t)3
o0 1
813 = 143 — _dt
c13 /0 (14 + 1)3
143 o

= ——(14+1t)2
2( +1)

:>é13 =7

0

Problema 2.15 El tanto instantineo de f/q viene dado por la expre-
s10M:
1
po = —7 para 0 <x <100

50 — —
2

Se pide obtener una expresion de l; en funcion de x, utilizando la rela-
cion entre la funcion de supervivencia y el tanto instantineo de f/q, y
suponiendo que lg = 10000.

Solucion

= lw = loS(ZL')

x
S(z) = e Jomd
2
= eff(;c 00—
x
621n(100—t)‘0
e2(ln(1007x)71n 100)

()
o - ()
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100 — 2\ 2
I, = 1
. 0000< 00 )

l, = (100 — z)?

Problema 2.16 Si la funcion de supervivientes a la edad T viene dada
por la expresion

I, = 10(100 — )%, 0 <2 < 100

Se pide calcular la varianza de la variable aleatoria tiempo de vida futura,

Var(T(z)).

Solucion
Var(T) = E(T?) - (E(T))?
100—=x
E(T2) = / t? Pz Moyt dt
0
_ /10090 2 latt (_ llx-i—t) gt
0 la: lx—i—t
00—z
0 ly
Loyt = 10(100 — (z + 1))
.y = 20(100— (z +1t))(-1)
—l' ", = 2000 — 20z — 20t
100—= 2 2 o3
BT — / 2000£2 — 202 — 20t
0 10(100 — )2
Luego
(100 — )2
Var(T) = ——
ar(T) 13

Problema 2.17 Calcular el valor de las siguientes expresiones:

w—x
/ lott pote dt
0
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Solucion

/ lott pote dt = / Iyt <— Ht) dt
0 0 la:+t
= / _l:/Jcht dt
0

‘w—:c

= —lpyy
:c+0

_la:+w—ac + la:

= lx_lw

w—x
/ lovt poye dt = 1y
0

Problema 2.18 Calcular el valor de la siguiente expresion:

w—x
/ tPx Mzt dt
0

Solucion

w—x

w—x
/ Pz Matt At = 4Gz
0 0

w—x

l;r - l;z’+t
Ly 0

lac - la:+w—a: - la: + la:
Ly

le — lw

la

w—r
/ tPz Mott dt = 1
0

Problema 2.19 Calcular el valor de la siguiente expresion:

8(tpx)
ox

Solucion
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N O(tpz) _ S'(x+t)S(x) — S (x)S(x + t)
Ox (S(x))2
_ Sz+t)Sx)  Sx+t)S'(z)
()’ ()’
_ S+t SE+t)S(z)
- S() S(x)S(x)

= — tPz Mz+t + Uz tDPx
8(tpr)
ox

= tp:p(,uw - Nert)

Problema 2.20 Si la variable aleatoria T tiene densidad f(t) = ce™
parat >0, ¢ >0, calcular: é,

Solucion

&, = E(T)

—+o00
= / t ce” dt
0

—+00
€r = c/ te tdt
0

Integrando por partes:

u = t dv = e ¢
—ct
du = dt v o= _€
c
t —ct |+ 1 +o00
€r = C[— c +/ e_Ctdt}
C 0 C 0
1 efct 400
R
c —cly
1
= —c—=(0-1
e—(0-1)
1

€y = -—
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Problema 2.21 Si la variable aleatoria T tiene densidad f(t) = ce™
parat >0, ¢ >0, calcular: Var(T)

Solucion

Var(T) = E(T?) — (E(T))?

u = 2 dv = e
e—ct
du = 2tdt vo= —
c
t2 —ct |+00 ) +o00
E(T? = c[— ‘ +/ te dt}
C 0 C 0
2 1
— cl—- - —
c c?
2
E(T? = =
) = 5
2 1 1
Var(T) =5 — 5 ==

2 2 2
Problema 2.22 Si la variable aleatoria T tiene densidad f(t) = ce™
para t >0, ¢ > 0, calcular: el tiempo de vida media 7 = Mediana(T)

Solucién
1
P(T<T7)==
2
/TC@ d=_ = ¢ G_Cthl
0 —C 0 2
T 1
= —ct| _ —
€ o 2
1
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Problema 2.23 Verificar las formulas para S(z) en la ley de Moivre y
la ley de Weibull.

1) Moivre
Solucién
1
Mz = w—
o1
S(x) = exp (—/0 p— dt>
= exp ( —In(w —x) z)
= exp ( —In(w—z)+ 1n(w)>
S(z) = exp <In v m)
w
x
:>S($):1—E V 0<z<w
2) Weibull
Solucién
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_ k n+1
= exp e )
k
Siu =
iu e
= S(z) =exp (—ua""?) V >0

Problema 2.24 De una tabla de mortalidad estdndar, una sequnda ta-
bla es preparada para doblar la fuerza de mortalidad de la tabla estdn-dar.
¢Es ¢, en la nueva tabla de mortalidad, mas que el doble, exactamente
el doble 0 menos que el doble de la tasa q, de la tabla estdndar?

Solucién
Tablal: Fuerza de mortalidad = pz,q, =1 — e~ Jo pase dt

Tabla2: Fuerza de mortalidad = u, = 2u,,q¢, =1 —e~ Jo B dt

Luego
Q:/c —1—e2 I tage dt
qé —2q; = 1-— e_zfolf‘”t dt _ 9 4 26_f01’““”H dt
= e f()l B+t At _ 672 f()1 Hatt dt 1
1
Si ponemos k = —e~ Jo pate dt

q.—2¢, = —kK*—2k—-1
= —(k-1)%<0

Por tanto ¢/, — 2¢, <0

Ast: ¢, < 2q,

Es decir, ¢/, de la nueva tabla serd menos que el doble que ¢, de la
tabla original.
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Problema 2.25 Confirme que cada una de las funciones siguientes
pueden servir como una fuerza de mortalidad. Fxhiba la funcion de su-
pervivencia correspondiente. En cada caso x > 0:
1) Bc¢* B>0 c¢>1 (Gompertz)
Solucién

a) Va(ug > 0)

b) Siz — +o00 = p, — +00

Sirve como fuerza de mortalidad dado que cumple las propiedades.

S(x) = e Jomdt

/Bctdt = B/ e dt
0 0

T
Ct

Inc
B
= 2 (-1
1nc<c )
B

S(z) = e e (c*=1)

0

2) kz" n>0 k>0 (Weibull)
Solucién

a) Va(ug > 0)

b) Siz — +o00 = p, — 400

/ k" dz = k/ z" dx
0 0

k
= n+1(oo—0)—oo

Sirve como fuerza de mortalidad dado que cumple las propiedades.
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S(x)
= / ktt dt
0
= S(x)
3) ab+z)™t a>0 b>0
Solucion

8) Va(us > 0)

b) Sixz — +00 = py — +00

/ Wy dr =
0

= e fow pt di
e Jo Kt dt
k
n+1

6_ nilmnﬂ—1

(anrl)

(Pareto)

dzx

i
0 b+
a(ln(b+ 0o) — Inb)

oo

Sirve como fuerza de mortalidad dado que cumple las propiedades.

S(x)

=
0 b+$

T a
e_Omdt

a(In(z + b) — Inb)

alnx+b
b

e Jo k™ dt
efaln (zTH))
let)
z+b7?

b

b

z+b
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Problema 2.26 Determine si la siguiente expresion es verdadera

o0
T, = Z Litq
k=0

Solucién

w es el instante en que se extingue el grupo o cohorte, es equivalente
a infinito.

T, se denomina cantidad de existencia y mide el niimero de anos
vividos por la cohorte a partir de la edad z. La cantidad de existencia
T, se puede escribir como:

T, :/ Iz + 1) dt
0
1 2 3
= /l(az+t)dt+/ l(x+t)dt+/l(a:+t)dt+...
0 0 0
..—|—/ l(z+1)dt

w—xr—1

= Lx+Lx+1+La}+2+--'+Lw—1

00
T, = ZLert
t=0

Problema 2.27 Si u, = Bc*®, muestre que la funcion lyu, tiene mdxi-
mo en la edad xg donde pg, =logc

Solucién
0 ly iz
I
ox
0l Bc*
73330 :O:>B(l;;cm—|—lz C”lnc)zo
Il = —l,Inc
Ly
—==lInc= py, =1Inc
ly

Problema 2.28 Se conoce que en un determinado sector industrial se
cumple: g0 = 0,7, g1 = 0,3, ¢o = 04, g3 = 1 y que el colectivo ini-
cial estd constituido por 1000 elementos, se pide construir la tabla de
mortalidad (1;,d;) Yi=1,2,3
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Solucion

do == ZOQO == 1000(0,7) =700

« Iy =y — dy = 1000 — 700 = 300
di =l ¢ = 300(0,3) = 90

w I =101 —d; =300—-90 =210
d2 = l2 q2 = 210(0,4) =84

wly=1Iy—dy=210—84 =126
ds = I3 g3 = 126(1) = 126

Problema 2.29 Dar las expresiones de las siguientes probabilidades:
1) Probabilidad que (30) sobreviva 15 afios
Solucién

lus
15P30 = 7—
l30

2) Probabilidad que (40) alcance la edad 50
Solucién

l50
10P40 = 7—
lao

3) Probabilidad que (40) fallezca entre 50 y 51 anos
Solucién

- ls0 — ls1
10/1 I

4) Probabilidad que un recién nacido sobreviva por lo menos 60 afnios
Solucién

leo
6000 = ——
lo

Problema 2.30 Si en una poblacién el nimero esperado de sobrevivien-
tes a la edad x viene dado por:

l, = 800v200 — 2z

Calcular:
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1) La probabilidad de sobrevivir de los recién nacidos a la mayoria de
edad

Solucion

g
18P0 = ——
lo

800+/200 — 2(18)
800+/200 — 2(0)
164

200
18P0 = 0,9055

2) La probabilidad que teniendo 35 anos fallezca antes de los 50 anos

Solucién
l
15p35 = 1— lio
35
_ 1 800+/200 — 2(50)
800+/200 — 2(35)
1
e
130
15p35 = 0,123
w—1
Problema 2.31 Confirme que /g0 = — A S(K) y que Z k/q0 =1
k=0
Solucién

t/n4z = nqz+t tPz

n=1
t/9z = dz+t tPx
k/90 = 4k kDo

S(k) — S(k + 1) S(k)
S(k) S(0)
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k0 = S(k)—S(k+1)
—(S(k+1) = S(k))
ko = — A0 S(K)

w—1
Z k/90 = o0/90 t1/ 90 +2/ G0+ ... +z/ Qo
k=0

= S(0)—S(1)+S51)—-S2)+S512)—S53)+...
—S(w—-1)+S(w+1) - S(w)
= 5(0)=1

Problema 2.32 Si la variable aleatoria T tiene funcion de distribucion
dada por:

t
;0 <t <100 —
F(t){ 100 — x - v

1 ;6> 100 — x
Calcule:
1) e,

Solucién

er = B(T) = /Ooot () dt

1
;0<t<100 -z
f(t){ 100 — x

0 ;resto de x

100—x 1
= t dt
Ca /0 100 — «

1 tQ 100—x
100 — x < 2 > 0

1 (100 — z)?\ 100 — z
() -

€x

100 — x 2 2
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2) Var[T]

Solucion

Var[T| = E(T?) — (E(T))
) 100—z ) 1
E(T") =
() / ! (100—x>
100—=z
- 100—9@( )
_ 100—33
N 100
B (100— )2
1 o 2 1 o 2
VarlT] = ( OO3 x) - ( 004 x)
~ (100 — z)?
B 12
3) MedianalT]
Solucién
Mediana[T] = m
1
meoo1 1
dt = -
/0 100 — z 2
t ™1
100 —z|, 2
m_ 1
00—z 2
100 —
MedianalT] = 002 <

Problema 2.33 Muestre que:

d
1) Az tPz = tDPzx (Mx - M:p+t)
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Solucién
Sz +t)
tPx = S(ZL‘)
d S'(x+t)S(x) — S(x +1)S"(x)
dw T (S(@))?
_ S'(z+1)S(x) Sz +1)S'(x)
(S(x))? (S(x))?
_ Sztt)  S+t)S()
S(x) (S(z))?
_ Sa+t) (Sa+t)\  S@+t)(S(z)
- S(=) <S($+t)> S(x) <5(ﬂf)>
_ S+t (S(x+t)> Sz +t) <S’(x))
Sx+1t)\ Sz S(z) \ S(z)
= — tDx Ha+t T tPz Mz
d
% tPx = tPzx (Mx - Mx-l—t)
2) e (e — 1)
Solucién

d d /OO &t
e, =
dx x dx 0 tPx
S
d
= — dt
/0 dr tPx
00
= / tDx (,Ufaz - ,Ufa:—&—t) dt
Ooo 00
= / Pz Ho dt — / tPx Mot dt
0 0o Ooo
= /J'(L'/ Dz dt — / Pz Hatt db
0 0
d
ar €x = €z iz —1

Problema 2.34 Calcular |/9pes por cada hipdtesis de fallecimiento en
fraccion de ano utilizando: lgs = 77,107 y lgg = 75,520
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1) Distribucién Uniforme

Solucion

1/2p65 = 1— 1/2G65

_ o Ml — s

_ 1(77,107— 75,52o>

2 77,107
1/ = 0,98971

2) Fuerza Constante

Solucion

—ut
et = 1/2P65
pr = —lnpg

In pyt

=1/2P65 = e P*

— elnp65t
In pes (0,5
1/2P65 = et pes(0,5)
In (165)0,5
=1/2DPe5 = € 165

75,520
eln ( 77.107 ) 0,5
£—0.010398

1/2p65 = 0,989655

3) Balducci

Solucion

les
Da les

1-(1-t)g 1_05<l65—166>
’ les
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75,520
Pa 77,107
1—(1-1)qs 77,107 — 75,520

77,107
0,97942
1 — 0,5(0,02058)
Pe 0,97942

B A = 0,98960
1—(1—1t)q 0,98971

v100 — x

Problema 2.35 Si S(z) = 10

;0 <x<100; evalie:

1) 17p19

Solucién

l36

l19

lo S(36)

lo S(19)
v/100 — 36
v/100 — 19

17P19 = o

17P19 =

2) 15936

Solucion

15936 = 1—-—

15936 = 0,125
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3) 1536436

Solucién
15/36936 = 15P36 — 28P36
_ b e
36 36
o S(51) — 1y S(64)
a lo S(36)
VI V36
V64
15/36936 = 3
4) 36
Solucién
11
! - -1 o -1/2
S'(x) 103 (100 — )
1
- —__ (1 —1/2
20 (100 — )
__5'(36)
w3e = 5(36)
= 0,0078
Solucion

64
€36 = / tp36 dt
0

S(36 4 t)
5(36)
64— 1
10
V64
10

tP36 =
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64 —t
tP36 = 3
. 64 /64—t
€36 = dt
0 8
1 64
- = 64—753/2)‘
2 <( ) 0
= 42,66

Problema 2.36 Considere una modificacion de la ley de Moivre dada
por:

S(x):<1_$> 0 <z <w, a>0

w

Calcule pyg y é;

1) pia
Solucion
CRECHRE
_ T
()
alen)
by = (wi x)
2) é,

Solucién
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éa: = tPx dt
S+t
r+t\”
w
=
w
t (0%
- w — a:)
. w—x t (o4
€r = 1-— dt
w—
Problema 2.37 Confirmar que la funcion S(z) = 6_13/12; x > 0 puede
servir como una funcion de sobrevivencia. Mostrar la correspondiente p,
f(z), F(z).
Solucién

T—00

1

lim e
rT—00

—23/12 _

S(z) es decreciente. Por tanto S(x) si es una funcién de sobrevivencia
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Problema 2.38 Sila funcion de supervivencia en una poblacion estd da
da por: S(x) =1— (2/12), 0 <z <12, con lp =9, y considerando que
los tiempos de sobrevivencia son independientes, considere la distribu-
cion multivariada de (3Dy, 3D3, 3Dg, 3Dg). Se pide calcular: El valor
esperado de cada variable aleatoria, la varianza de cada variable aleato-
ria, el coeficiente de correlacion entre cada pareja de variables aleatorias.

Solucién

nDz - ﬁ(l()a n‘h)

(3Do, 3Ds3, 3Dg, 3Dg) tiene distribucién multinomial

I3 98584
s E(3Dp) = —1-3 1 — (0,01416)9 = 0,12744
(3D0) =9 500 o 100000 — (001416)9 = 0,127
ls 98459
s E(3D3) = 18— Y 126)9 = 0,01141
(3D3) =9 3q3 I 03534 (0,00126)9 = 0,0
lo 98370
s F(3Dg) = =]1-—=1—-— = = 1
(3D6) =9 3¢6 I 93450 (0,0009039)9 = 0,00813

= Var(zDo) =9 3q0 3p0 =9

» Var(sD3) =9 3q3 3p3 =9

Iy /1
1—2)(2) =0,0081226
Is ) \ g

1— he) (he = 0,005577
lg ly

para 0 < x < 100, calcular:

» Var(sDg) =9 3g6 3ps =9

» Var(zDg) =9 3q9 3p9 =9

3

Problema 2.39 Sipu, = 00— 550 1

1) 40p50

Solucién
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S(x) = e Jomde
= e~ I3 to0== 3055 =

6[3 In(100—z)—101n(250—=x)] |95
0

31n(100—z)—101n(250—x) ‘ z
€ 0

(100 — z)3  100®
(250 — )10
S(90)
40P50 = m

— 0,0745

2) La moda de la distribucién de z, la edad de muerte

Solucién
f@) = =S'(x)
10100 —2)®  3(100 - z)?
o (250—2)" (250 — )"
, 110 (100 — z)* 60 (100 — )2 6 (100 — )
F@) = ——gs—oe (250 —2)1 (250 — 2)10

La moda se encuentra en el punto en el cual f(x) toma su valor
méximo, esto es cuando f'(z) =0

Luego = = 77,2105%

Problema 2.40 Verificar las propiedades bajo las hipdtesis de fuerza
de mortalidad constante y de Balducci.

Solucion

4En este caso se usé un paquete computacional para resolver la ecuacién
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1-t¢ t

S(x+1)
S(x+1)

Hxt+t =

Haxt+t =

S@) " S@+1)
S(z) S(z +1)
(1—1¢) (S(z+1)) +t S(z)
—S'(x +1t)
S(x+1)
(= S@+1)+5@)S@)S+1)

(-0 S@+1)+1 5 )

(5 + Sm)
(-

Sz + >S(x)S(:J: )

(A1) S+ +18@)

((1 —t) S(x+t)+t S(x))

S(x) S(z+1)

S(z) —S(x+1)
(1—1t)S(x+1)+1tS(x)
S(x+1)

S(x)
S(x+1)
S(x)

1—

(1—1) +t

1_Qw
(1_t) Qm+t

Problema 2.41 Sil, = 100—x para 0 < x < 100. Calcule 1gmsg donde

Solucién

n
/ lott pote di

/ lptt dt
0

nMy =
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10 1
100 —x — ¢ — ] dt
A (100 ~ 2 )<m0—x—t>

10
/ 100 — 50 —t dt
0

10
|
_J0

10
/ 50 —t dt
0

o
t2 10

5%?—50

10-0
100 -0
2

10Ms0 =

500 — 0 —
10mso = 0,02222

Problema 2.42 En base a la tabla de mortalidad del apéndice realice
lo siguiente:

1) Compare los valores de 590 v 595

Solucién
Partimos de la siguiente probabilidad

lm+t
tPe = y tqz =1 —¢ pa
X

= 5qp: en este caso x = 0; entonces 50 = 1 — 5pg

590 = 1—-+

100000
50 = 0,01505

= 5(5: en este caso x = b; entonces 595 = 1 — 5ps
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l
55 = 1— %
5
98347
N 98495
545 — 0,1503

2) Evalte la probabilidad que (25) fallezca entre los 80 y 85 anos
Solucién

r =25 = 55/5425

Sabemos que: t/nde = tPx nQe+tt

55/5425 = 55P25 5480

()05
las las
(i), ooy
97110 43180
55/5925 = 0,1567

Problema 2.43 Si p,: =t, t > 0 calcular:

1) tPx Hx+t

Solucion

t
= e_ f() M+t dt

tPx
= e f(ft dt
2
= 677
2
tPx Moyt = te 2

2) é,
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Solucion

[eS)
éx = / tPx dt
0
oo 2
/
. T
Er = 5

_2
e 2 dt
Este dltimo resultado se tiene integrando la densidad normal:

+oo 1 2

e S dr =
—o0o V2w

“+o0o 22
/ e 2 dr =
0

“+o0o 22
/ e 2 dr =
0

Problema 2.44 Si q7;0 = 0,04 y q71 = 0,05 calcular la probabilidad que
(70) fallezca entre los anos 70 1/2 y 71 1/2 bajo:

—_
51 3 N po

1) La hipdtesis que las muertes son uniformemente distribuidas dentro
de cada ano de edad.

Solucién
Yq
yQott = T qu donde 0<t<1
_ (075) q70
1/2970+(1/2) = 71 1
B q70
(0,5)(0,04)

1-(0,5)(0,04)
1/29704(172) = 0,02041
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1/2P70

1/24971

1/2 /470

1 —1g

1 —(0,5)g70

0,98

14z

(0,5)g71

0,025

(0,98)0,02041 + 0,98(1 — 0,02041)0,025
0,044

2) La hipdétesis de Balducci para cada ano de edad.

Solucion

1/29704(1/2)

1/2P70

1/2471

1/2970

Yax
_(1_y_t) qx

yqe+t = 1

(1—-0,5) gro
(0,5)(0,04)
0,02
_ 0,5 gro
1—(1-0,5) gro
0,02
T 1-0,02
0,9796
0,5 gn
1-(1-05)qn
0,025
1—-0,025
0,02564
(0,9796)(0,02) + (0,9796)(1 — 0,02)(0,02564)
0,0196 + 0,02461 = 0,04421

1

1

Problema 2.45 Si los fallecimientos siguen una ley de Moivre y é, =
45. Hallar la varianza del tiempo de vida futura de (20)
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Solucion

tPx

Mo
K20+t
€20
45

45

Var(T(20))

Var(T(20))

w— T
w—20—1

w—20
/ t ¢p20 p20+¢ dt
0

w—20 t
dt
/0 w — 20

(w—120)2 1
2 w — 20

110
B(T(20)?) — (E(T(20)))*

110—-20 1
/ 12 < ) dt — 452
0 w — 20

t3 1 90 )
- — 45
3 (w — 20) 0
902
452

3

2.9. Problemas propuestos

1. Determinar cudles de las siguientes funciones estan bien definidas
actuarialmente en el rol indicado:
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167;,;/2 ;x>0
a) S(z)=4q 2
0 ; 0 sino
1
_ x>0
b) F(z) = I+
0 ;0 sino

tan x ;nggz
C) flg = 2
0 ; 0 Sino

. Complete la siguiente tabla:

|| lp | pe | de| e | €2
80 || 20
81 6/10
82 1/3
83 || 2
84 || 0

CSile=4/1- -2 0<z<100

100
SE PIDE:

» Hallar la vida esperada promedio completa para un recién
nacido en esa poblacién y para un individuo de 80 anos.

= Hallar la probabilidad de que un individuo de 15 anos fallezca
entre los 40 y los 80 anos.

. Comprobar cudl de las siguientes funciones es funcién de supervi-

vencia, y en el caso afirmativo obtener las respectivas funciones de
fuerza de mortalidad y de densidad de la edad de fallecimiento:

T
=1-— <1
a) S(x) 05 0<az<105
2
b)ﬂ@:l—I% 0<z <10
— 102 — 22
c) S(z) = 9000 = 10z = 0<z<90

9000 ’
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5. Dada una poblacién con una edad limite de 100 anos y una fuerza
de mortalidad dada por:

J— 1 + 1 .
C100—x  120—z’

iz 0<z <100

SE PIDE:

= Hallar la probabilidad que un individuo de 30 anos fallezca
entre los 50 y los 90 anos.

6. Considerar una modificacién de la ley de Moivre dada por:
T (6
S(x)z(l—) ; a >0, 0<z<w
w

SE PIDE:
= Calcular 10q10, 1/P10, P, 10/P1-

7. Si x es la edad de un individuo, T el tiempo de vida futuro, y
T =K+ S5, donde K es el nimero de afios enteros futuros de vida
y S es la variable aleatoria que representa la parte fraccional del
ano en que ocurre el fallecimiento, demostrar que si se asume la
suposicién de distribucién uniforme de fallecimientos:

P(K=kNnS<s)=PK=Ek)P(S<s)
Es decir, que K y S son variables aleatorias independientes.

8. Si gsp = 0,05 y gs1 = 0,06, calcular la probabilidad de que (80)
fallezca entre las edades 80 1/2 y 81 1/2 bajo:
a) La suposicién de distribucién uniforme de fallecimientos
b) La suposicién de Balducci

9. La mortalidad de un colectivo estda dada por la ley de Makeham

con B = 1; ¢ = e; si se conoce que o 5p9 = 0,50
SE PIDE:

= Kl ndmero esperado de sobrevivientes a los 10 anos, si el
numero total de recién nacidos es 100,000
= 2D5

10. Demostrar que:

0
o tPx = tPz (,Ux - ,U';r—&-t)




96 Problemas propuestos
11. Demostrar que:
a) Asumiendo la hipétesis de fuerza de mortalidad constante si-
guiente, demostrar que:
1—e™* e
_ I3
o) = 1—e#
b) Asumiendo la hipétesis de Balducci:
p
a(x) = =5 (¢: +1gps)
qx
12. Si l25 = 1000, l28 = 955, qo5 — 0,010 Y por = 955/975.
SE PIDE:
= Obtener el valor de gog
13. Si p, =2/(100 — x) para 0 < z < 100.
SE PIDE:
» Determinar S(z), I, F(z), f(z)
14. La hipétesis de Gompertz equivale a p, = Be®.
SE PIDE:
s Determinar la forma de la funcién I, silp = ko y l1 = k1
15. Sabiendo que I; = 1000(1 — (2/100)) para 0 < < 100.
SE PIDE:
= Calcular la esperanza de vida abreviada egg
16. Se conoce la féormula

I
Ha = _T

xX
la cual no es muy util para evaluaciones numéricas, puesto que
normalmente no existe una expresién analitica para [, en funcién
de z, y su valor sélo se conoce para valores enteros de z, por medio
de una tabla.
SE PIDE:

» Hallar una expresién para calcular p,, de manera aproximada
utilizando el siguiente procedimiento:

a) Desarrolle en serie de Taylor [, hasta el cuarto orden
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b) Evalie el resultado en t = 1y restar las ecuaciones resultantes
c) Evalte el resultado en t = 2 y restar las ecuaciones resultantes
d) Deduzca que

S(fol - l:EJrl) - (lm72 - lm+2)
12 1,

Ha =

e) Encuentre esta aproximacién para z = 30 y compdrela con la
obtenida con la férmula de aproximacion:

1 lp—
,ulen<$1>, para xz =30
2 la:+1

f) Silos f/q siguen la ley de Moivre con éyy = 45, hallar el valor
exacto de u, para x = 30

17. Sabiendo que un colectivo de 1000 personas con limite de edad de
100 anos sigue la ley de Moivre.
SE PIDE:

= Hallar la esperanza de vida abreviada egg

18. Sabiendo que ¢, = 0,2 y que se verifica la distribucién uniforme
del acaecimiento de los fallecimientos durante el ano x a x + 1.
SE PIDE:

s Calcular m,.

19. Si se conoce que la funcién de supervivencia de un determinado
colectivo esta dado por:

S(x)—( ! )3 para @ >0

1+x

SE PIDE:
» Hallar la esperanza de vida completa para (13)

20. Si py = 0,001 para 20 <t < 25 evalte 5/2q20.

21. Una poblacién tiene como tanto instantdneo de fallecimiento para

(z):

e = A+ e”, para x>0

y se verifica que o 5po = 0,5
SE PIDE:
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= Hallar el valor de A

22. Construir una tabla actuarial con valores de ¢z, I, v d, para las
edades 13 y 14 anos para una poblacion cuya mortalidad sigue la
ley de Makeham con A =7 x 1074, B =5 x 1075; C' = 10%%4,

23. Si la variable aleatoria tiempo de vida futura T tiene una funcién
de densidad de probabilidad dada por f(t) = ce™ para t > 0,
c>0
SE PIDE:

s Calcular la esperanza de vida completa de una persona de
edad x
24. Demostrar que — €, = é, iy — 1
dx

25. Si g = 100 — 2 para 0 < x <100
SE PIDE:

» Determinar S(x), Iy, Fy, fz

26. La hipdtesis de Gompertz con pardametro C = e equivale a p, =
Ae®
SE PIDE:

= Determinar la forma de la funcién [, si los valores de [, para
r=0yx=1son:lg=koyli=Fk

27. Sabiendo que [, = 1000(1 - (a;/lOO)) para 0 < x < 100
SE PIDE:

» Cacular la esperanza de vida abreviada egg y la esperanza de
vida completa égg

28. Demuestre que:

a) La densidad del tiempo de vida futuro T'(x) es: 1Py flott

b) La probabilidad de sobrevivencia ¢p, para edades fraccionales
siguiendo la hipédtesis de Balducci es: p, /{1 — (1 — t)gs}

c) t/udz = tPx — t+uPz = tPz — ulz+t

d) I, p, es decreciente si oy Ma < p? (sugerencia: utilizar el
x

criterio de la derivada)
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29. Mostrar que k y S son independientes si y solo si la expresién:

sqz+k
qz+k

no depende sobre k para 0<S5<1
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Capitulo 3

Calculo de seguros de vida

En este capitulo se estudian los modelos de seguros de vida estableci-
dos para reducir el impacto financiero del fallecimiento o la quiebra. Los
modelos dependeran tUnicamente del momento del fallecimiento, i.e, el
modelo considerado dependerd de la variable aleatotia T'= T'(z) (tiem-
po de vida futura). En este tipo de contrato, la prestacién consiste en
un solo pago (el capital asegurado) y se denomina operacion de tracto
Uunico.

En general hacemos referencia a colectivos de personas, pero todos
los criterios son validos para empresas, instalaciones, maquinas, etc.

Denotamos con Z el valor actual de la prestacion calculado al interés
efectivo i. Se denomina el valor actuarial a la esperanza matematica de
Z, es decir E(Z); que constituye la prima inica pura de la operacién.
Por el contrario, el riesgo que corre el asegurador por emitir esas pdlizas,
se ve reflejado en cambio en la varianza de la variable aleatoria z.

3.1. Introduccion financiera

3.1.1. Notaciones y definiciones basicas

Se utilizaran las siguientes notaciones, provenientes de las matemati-

cas financieras:

= { = tasa de interés efectivo anual

s 1+ ¢ = factor de acumulacion

1
» v = —— = factor de descuento
141

1 . 7’ a1 . .

Conviene que el lector que no esté familiarizado con los conceptos propios de
la matemaética financiera haga una revision de estos temas en cualquier texto de
matemadtica financiera

101
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= ¢ = tasa de interés nominal convertible a m periodos en el ano

» 0 =1In(1+¢) = fuerza del interés

3.1.2. Balance de una inversién periédica en n anos

Con una tasa de interés efectiva i, consideremos el balance al ano
n de un capital inicial invertido Cy y pagos al final de cada ano de
r1,7r2,73,... U.II.

Sea C}, el balance en el afio k (incluidos los intereses)

=>Cr=C1+iCr_1+r, Yek=1,...,n
Multiplicando por (1 4 4)"~:

A+ Cy=0+)" " O 4 149"

y sumando se tiene:

n n

Z(l +Z~)n—k Ck _ Z(l +Z~)n—k¢+l Ckfl +§:(1 +,L~)n—k e

k=1 k=1 k=1

Desarrollando las dos primeras sumatorias y simplificando los térmi-
nos semejantes:

=Cn = (1+)"Co+ > (1+i)" Fry
k=1

Que corresponde al balance financiero de la inversion periddica luego
de n anos.

es el factor de descuento.

Como: v =

n
=C, = v "Cy+ Z VF T
k=1
n
=v"C, = Cp+ kark
k=1

n
=Cy = v"'Cp— kark
k=1
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Que indica al valor del capital inicial necesario para acumular una
cantidad C), luego de n anos. En particular sir, =0Vk=1,...,n

= C() = 'UnCn
Es decir Cp es el valor actual (o valor presente) de C),, u.m. en n
afnos?
3.1.3. Tasa de interés nominal y fuerza del interés

A la tasa de interés nominal capitalizable en m fracciones del afio se
la representa con i(™ y tiene las siguientes propiedades:

j(m)\ ™
. <1+Z> =1+i=i"™ = (VI+i-1)m.

m

» Se denomina fuerza del interés a:

§= lim ™
m—-—400
Teorema 3.1
0 =1In(1+1)
DEMOSTRACION
i = ((1 +i)lm 1) m
A+ Ym —(144)°
a 1
m
0 -
= %(1 + Z) -
- (1+i)$1n(1+i)‘ )
= In(1+74)

™ = S=In(1+i) M

OBSERVACIONES
=) —1
U= e_‘S

2también de aqui se deduce de manera inmediata que el valor presente de 1 u.m.
en n afios es v".
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3.2. Modelos de seguros de vida y simbolos de
conmutacion

3.2.1. El valor actuarial

Consideremos un elemento de un colectivo de personas de edad = que
contrata un seguro con determinado asegurador, el cual se compromete
a indemnizar con 1 u.m. cuando fallece la persona.

El valor financiero actual de dicha indemnizacién es entonces: v$,
donde £ es la variable aleatoria asociada a la pérdida de la caracteristica
asociada.

Y el valor actuarial se define como la esperanza del valor financiero
actual: E(v®) y que se conoce también como el monto de la prima tinica
pura.

Si se conoce la distribucién de &:

B0 = [ () de

Ahora bien, generalmente no se conoce la distribucién de &, sino que
mas bien se conocen los estimadores de los pardmetros de sobrevivencia
mediante una tabla de mortalidad; por tanto, los modelos deben desarro-
llarse en funcién de dichos estimadores, a través de los denominados
simbolos de conmutacién.

3.2.2. Los simbolos de conmutacion

A partir de una tabla de mortalidad, y con una tasa de interés i
determinada, se definen los siguientes simbolos de conmutacién; que son
de frecuente uso en los modelos actuariales:

» Cp =0 dx

s D, =0% [,

« M, = Zc’x-‘rt

t=0

0
= Ry = Z Mx-{—t
t=0

0o
= Np = ZDI+t
t=0
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00
» S = ZNert
t=0

Los sfmbolos I, y d, representan, respectivamente, el nlimero espera-
do de sobrevivientes y el niimero esperado de fallecimientos a la edad =,
cuyos estimadores siempre estdn incluidos en las tablas de mortalidad
de las poblaciones. v en cambio representa el factor de descuento?.

Obsérvese que un simbolo de conmutacion es una expresién que con-
tiene una parte financiera y otra parte que incluye algin pardametro de
mortalidad o sobrevivencia.

En la Tabla 2 y 3 del Anexo 3 se presentan los valores de los simbolos
de conmutacion para diferentes edades calculados a partir de los datos

de mortalidad mostrada en la Tabla 1 del Anexo 3 y para las tasas de
interés del 5% y 10 %.

3.3. Seguros pagaderos al final del ano de f/q

En esta seccion se construyen los modelos de seguros de vida en los
cuales la indemnizacién es pagadera al final del ano de fallecimiento o
quiebra (que en adelante se representara con f/q).

3.3.1. Seguro pagadero al final del ano de f/q cuando este
ocurre luego de ¢t anos

Consideremos un valor actuarial de un pago de 1 u.m. al final del
ano de f/q cuando este ocurre exactamente luego de ¢ afnos:

El valor actual de la indemnizacién se representa con ;/1§, y es igual

vt con probabilidad 10 = /0
t/180 =9 0 ; con probabilidad ;q,
0 ; con probabilidad ¢41p,

y entonces el monto de la prima unica pura representada con ;/1 A, es:

3Véase 3.1.1
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t/lAa: = E(t/lﬁx) = ot t/4x

_ t+1
= v tPx qx+t
l
t+1 lax+t
= it 2 Qa+-t
lz

111 dott
v Zrtt
ly

,U(x—i-t)-l-l dx+t

Ve,
C:L’+t
D,

= t/lAI —

3.3.2. Seguro de vida completa con vigencia a n anos

El capital de 1 u.m. es pagadero al final de ano de f/q siempre y
cuando este ocurra dentro de los n afios a partir de la firma del contrato.

Su valor financiero actual sera:

t+1

v ;con probabilidad /¢, sit=0,...,n—1

gi:ﬁ\ = .
0 ; con probabilidad ,,p,

vy el monto de la prima tnica pura es:

A:}::ﬁ\ = U+ t/4x

1 —
Ax:ﬁ\ -

Luego
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n—1
Z Cac—f—t
t=0

Ai:m = D
T
M, — M.
:Ai:ﬁ\ o T 5 z+n
T

Que es el valor actuarial de este seguro.

Riesgo Asociado: El valor financiero actual del pago de 1 u.m. al final
del afio del acaecimiento del f/q en términos de la fuerza del interés
es:

—6(t+1)

e ;con probabilidad ;/qy; £ =0,...,n—1

g;’:ﬁ\ = .
0 ; con probabilidad ,,p,

Ahora calculemos el término correspondiente al riesgo que corre el
asegurador por emitir la poliza, reflejado por la varianza de esta variable:

Var <§;ﬁ) = E({}sz) g E? <§:}::m>

Pero

o—20(t+1)

(f:}:m) i = 0

2
Luego, ({}am) es el monto de la prima tnica pura calculada al doble

;con probabilidad 4/qz; t=0,...,n—1
; con probabilidad ,,p,

de la fuerza del interés original, la cual se representa con 2AL

= Var (&) = 2ALm - (Ai;m)Q

Ahora bien, si la tasa de interés original es i la tasa a la que debe
calcularse 2AL - es i/, que se puede determinar como:
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§ = In(1+1)
20 = In(14+i) = d=Invi+7
In(l+4) = Invli4+d =
i = (14401
= 42
My — My

Luego, 2AL . = pero con los simbolos de conmutacién

D,
calculados a la tasa de interés i’ = i2 + 2i
3.3.3. Seguro de vida completa

Consideremos el seguro en el cual el asegurador indemniza con 1 u.m.
al final del ano de f/q, cuando quiera que este ocurra.
Su valor actual es:

& = vt con probabilidad t/qz sit=0,1,2,...,w— (r+1)

Siendo w el infinito actuarial.
Asi, el valor actuarial de la prima tnica pura para este seguro es:

Ar = BE(&
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= A, =

S

E igual que antes el riesgo es:

Var(&,) = E(fg)_E2(§x)
= 24, — (A,)?

Donde 24, es el monto de la prima tnica pura calculada a la tasa:

i =(1+i)? -1

Noétese que w es la edad maxima considerada para la poblacion es-
tudiada, en este texto se usard indistintamente la edad limite w o 400
para representar la cota en los anos de vida posibles para los elementos
de una poblacién, denominado también infinito actuarial.

3.3.4. Valor actuarial de un capital unitario pagadero una
vez transcurrido n anos si hay sobrevivencia

Su valor actual es:

0  ;con probabilidad ,q,

n

v™ ;con probabilidad ,,p,

Y su valor actuarial (i.e. el monto de la prima tunica pura) es:

E(fa::ﬁ\1> = " nPx

B Un+x lm+n

vt |,
A 1 _ Dac+n
x:ml Dx

E igual que antes:

Var(&al) = *Apd — (402)
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3.3.5. Valor Actuarial de un capital unitario pagadero al
final del ano de f/q de (z) siempre que suceda trans-
curridos m anos y dentro de los n anos siguientes

Su valor actual es:

0 ; con probabilidad ,,q,

t+1

m/méz = v ;con probabilidad ¢/q, t =m,m+1,..., m+n—1

0 ; con probabilidad ., nPx

Y el monto de la prima tinica pura es:

m+n—1
— t+1
m/nA:E = Z v t/ 9z
t=m
m+n—1
- Z t/lAz
t=m
m+n—1
o Ca:+t
N D
t=m z

m/nAﬂU

Que es el monto de la prima tinica pura para este caso.

3.3.6. Valor Actuarial de un capital unitario pagadero al
final del ano de f/q siempre que tal suceso ocurra
luego de transcurridos m anos

Su valor actual es:

0 ; con probabilidad ,,q;

m/Se = t+1

v ;con probabilidad 4/qz ; t=m,m+1,m+2,...

El monto de la prima tnica pura:
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Myim

3.3.7. Valor actuarial de un capital unitario mixto tem-
poral por n anos

En este modelo consideramos una combinacién de un seguro tempo-
ral por n anos y un capital diferido por n afnos (casos considerados en
3.3.2y 3.3.4.

Su valor actual se representa con:

v'*1 s con probabilidad /g, ; t=0,1,....,n—1
Ez:ﬁ\ = "

v ; con probabilidad ,,p,

Y su valor actuarial es:

i
L

A = UtJrl t/dx +0" nPzx

=0
= Az:ﬁ\ + Azﬁ}

Ma: - Mx-‘,—n + D$+n
D,

Ed

Que es el valor actuarial de este capital. En los ejercicios de este
capitulo se encuentran numerosas aplicaciones y calculos referentes a
estas operaciones de seguros.

3.4. Seguros pagaderos al momento del f/q

En esta seccién consideramos los modelos de seguros cuya indemni-
zacién ahora es pagadera al momento del f/q de la persona asegurada.
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La notacion que se usa en estos modelos es la misma que la anterior
pero con un guién en la parte superior, esta raya indica que el calculo
se realiza en el campo continuo.

3.4.1. Para un seguro temporal a n anos

Consideremos el valor actuarial de un seguro de 1 u.m. pagadera
al momento del f/q si este ocurre dentro de los n anos de vigencia del
seguro.

Su valor actuarial se representara con:

— v! ;con funcién de densidad ;p, pris; t<n

i =
x:nl .
0 ;sino

Luego su valor actuarial sera:
. n
¢
Alx:ﬁ\ = / U tPx Mzt dt
0

Y su varianza: Var (?wm> = 2AT 0 — (ﬁw;mf donde 241, es el
monto de la prima calculada al doble de la fuerza de interés.

Notese que py o4+ representa la densidad del tiempo de vida futu-
ro T'(x) para un individuo de edad xz. Obviamente para poder obtener
resultados concretos se necesita conocer la distribucién de la mortalidad
de la poblacién, a través de alguna de las funciones: S(x), py 0 ¢Fr,
aunque en la practica se realiza una aproximacion en el caso discreto a
través de un factor de correccion, tal como se analiza en 3.5.

3.4.2. Para un seguro de vida completa

Consideremos el valor actuarial de un seguro de 1 u.m. pagadera al
momento del f/q en cualquier momento que ocurra.

Su valor actual es: Ex = o’ con densidad py ftgss, t >0

Y el valor actuarial:

Zz = / vt tPx Mot db
0
E igual que antes: Var (E) = 24, — (Zm)z

Discretizacion del caso continuo: Consideremos ahora un seguro de
vida entera de una prestacién de 1 u.m. pagadera al final de la
1/m-ésima parte del ano en la cual ocurre el f/q.
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.z . 7. m
La expresion de la prima tinica pura es: A; )

Como
t/9z = Lot — Loty
oA = pymls Tlerym | omleim = lejm

Iy Iy

= —ll [Ul/m (l;c+1/m - lx) + 2™ <l$+2/m - lx+1/m) +

xT

0¥ (g fn = Loyaym) + - ]

1 oo
= - > O™ Uyt = Lt (4-1)/m)
=1

Representando con:

A l:):+t/m = l:rth/m - l:):+(t+1)/m
m 1 - t/m
= A" = e ;V/ Alyitym

Sacando el limite cuando m tiende al infinito:

) 1
Jim AT = - > Ay
z t=1
1 [T
= —f / I/t d (lirt)
x 0

pero,

d
% (lirt) = lyyt Hott = d(l:):th) = —lpit plote dt

lim  Al™ =

1
m— oo lm

+oo
/ V byt plae di
0
+oo

vt tPx Mot dt

Il
S—

I
|
8
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Por tanto el caso continuo coincide con el caso discreto cuando el
nimero de periodos en que se ha fraccionado el afio crece indefinida-
mente.

3.4.3. Seguro mixto

Temporal a n anos que proporciona 1 u.m. en el momento del f/q si
acaece dentro de los n anos, o bien si sobrevive los n anos, 1 u.m. en el
n-ésimo ano (lo que ocurra primero).

Su valor actual es:

vt ;con densidad ;py pigys dt, t<n

Em:ﬁ\ - .
v™ ;con probabilidad ,p,

Y el monto de la prima tinica pura es:

A:v:ﬁ\ = ma::ﬁ\ + Amﬁ}

3.4.4. Seguro diferido

El valor actuarial del seguro diferido en m anos cuya prestaciéon es
de 1 u.m. al momento del f/q si este acaece luego de m anos se calcula
como:

Valor actual:

vt ;con densidad ¢p, piey¢ para t>m

0 ;con probabilidad ,,qx

Y el valor actuarial:

m)Az = / 0! 1P ot di

m

3.4.5. Diferido a m anos y temporal por n anos

Consiste la prestacién en el pago de 1 u.m. al momento del f/q si
este acaece luego de m anos y dentro de los n anos siguientes:
El valor actual es:

vt ;con densidad py pizir; m<t<m-+n

m/nga: =

0 ;sino
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Y el valor actuarial:

- m+n
m/nAac = / vt tPx Mo+t dt

m

3.5. Relacion entre los seguros pagaderos al mo-
mento y al final del ano de f/q

Supongamos que los fallecimientos se distribuyen de manera unifor-
me a lo largo del ano de f/q, asi para el caso de un seguro temporal a n
anos se tendria:

n

Alx:ﬁ\ = / Ut tPz Mx+t dt
0

Y para 1 ano, n = 1:

1
Alz:ﬂ = / vt tPx Hz+t dt
0

pero:
- (¢pa)
tPx Hx+t = dt tPx
d
= —— (1—t¢t.
tPzx Hz+t = (x

o 1
Al 3 = / ot gy dt
0

1
= qx/ ot dt
0

At
lnv|0

1 _
Ax:ﬂ = (z ( 1 >
In -
1+
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— v—1

Alx:ﬂ = (z s
1
= (z ;—i—l

_ )
T sat

)
Alx:ﬂ = S(U qz)

Pero

n—1
1 _ t+1
A:)::ﬁ\ - Z v t/9x
t=0

Por tanto, sin = 1:

1
Ax:ﬂ = Vo/4

U

_ i _
Luego, Al 3 = 5 Ai;ﬂ lo cual es verdadero de manera aproximada
para cualquier valor de n; es decir,

1
~ 1
Alw;m *A

N(S XM

Igual resultado se puede extender para los otros tipos de seguros,
con lo que se tienen las siguientes férmulas de aproximacién:

N

» A, ~ - A, (vida entera)

(ST

» o Ae & < /A, (diferido)

[SPN SN

i

w Ap & (5> Al + A, (mixto)
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OBSERVACIONES

= Desde el punto de vista practico, es muy conveniente que un factor
constante i/ se pueda usar en todas las edades como un ajuste
aproximado para pasar del valor de una prestaciéon pagadera al
final del ano de f/q a una pagadera al momento del f/q.

= La otra posibilidad es que los valores actuariales de prestaciones
pagaderas al momento de f/q se calculen directamente por la inte-
gral que lo define, pero como solo se conocen los simbolos de con-
mutacién para edades enteras (a través de la tabla de mortalidad
respectiva), entonces esto debe resolverse via integracién numéri-
ca, por ejemplo utilizando las férmulas de Trapecios, Simpson o
Newton Cotes.

3.6. Seguros variables pagaderos al final del ano

de f/q

3.6.1. Temporal a n anos creciente

En este caso, la prestacién consiste en el pago de cierta cantidad de
dinero si el f/q ocurre dentro de n anos, de la siguiente manera:

= Pago de 1 u.m. si ocurre entre x y = + 1
= Pago de 2 u.m. si ocurre entre x + 1 y x + 2, y asi sucesivamente,
» Pago de n um. si ocurre entre t4+n—-1y xz+n

El valor actual es:

. (t+1) v**!  con probabilidad )3z ; t=0,...,m—1
; con probabilidad ,,p,

Y su valor actuarial es:

i
L

(IA)alam = (t+1) Tas t/qx

3 o+
[l
_ O

= (t+1) ¢14z

o+
Il
o
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Desarrollando esta suma se tiene:

= (IA))m = 014z +2 114z +3 91 Ae + -+ 1 114z
= ondet+ 114zt 21 Ac o+ s As
+ 114z + 21 At s 4
+onAs+ 0+ m114e

nfl/lAa:

Pero:

= (IA);W\ = 0/nA33 + 1/n—1Aﬂf + 2/n—2A$ +- n—l/lAI
Asi:

n—1
(IA)glc:m = Z t/n—tA:v
t=0
_ 712—:1 Myt — Myt
t=0 Do
(IA)glc:m _ Rx - Rx-i-Dn - nMa:—I—n

donde se utiliza el simbolo de conmutacion:

oo
R;U = Z Mz+t
t=0

3.6.2. Seguro variable creciente de vida entera

Que proporciona el pago de 1 u.m. si el f/q ocurre dentro del primer
ano, 2 u.m. si ocurre durante el segundo ano, etc. mientras viva. Es
decir, la indemnizacién se incrementa en 1 u.m. por cada ano adicional
de sobrevivencia.
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El valor actual es:

(EA), = (t+1) o't : con probabilidad ;/q,, t=0,1,2,...

Y el valor actuarial:

(I = Y (t+1) "™ g

(IA)x =

3.6.3. Seguro creciente temporal por n anos y diferido por
m anos

Su valor actual se representa con:

(fA) . (t_m+1)Ut+1 ;t/Qx;th,m+1,...,m+n—1
m/n x =

0 ; sino

Y el valor actuarial es:

m+n—1
mnIA)z = > (t=m+1) 0" g,
t=m
m+n—1
= > (t-m+1) 4,
t=m
Cotm +2 Copmi1+... + 1 Cogpmyna
D,

m/n(IA)x =
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n—1
<Z Mx+m+t> — My ymin

= m/n(IA)QE - L D
x
_ Rovm — Rogman — 1 Myymin
Dy

3.6.4. Seguros decrecientes (pagaderos al final del ano de

f/q)

Consideremos la prestacién de un seguro temporal a n anos que
proporciona el pago de n u.m. si el suceso ocurre entre las edades x, y
z+1,n—1um. siocurre entre x + 1 y £ +2; n — 2 u.m. si ocurre entre
x+2yx+3,...,1 um. siocurre entre x + (n — 1), y  + n, a partir de
lo cual cesa la prestacion.

Entonces, su valor actual es:

n —t) vt con probabilidad ;,q, ; t=0,...,n—1
(D5)915m: ( ) p t/4

0 sino

Y su valor actuarial:

/~/

(D6)}.r)

i
L

= (n - t) UtJrl t/4x

-+
Il
o

i
L

= (n—1) /14

N
Il
=)

(DAL = 01z + o/1Az + -+ 014z
+ 114+ 114

nfl/le’
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(DA)alcﬁ\ = Z Ai‘:ﬂ
t=1

n

_ Z Mx_Mm—i-t
t=1 De
M, — (R - R
= (DAY, = MM o)
xr

3.7. Seguros variables pagaderos al momento
del f/q
3.7.1. Para un seguro de vida entera

Consideremos un seguro de vida entero cuya prestacién consiste en
el pago de 1 u.m. al momento del f/q si éste ocurre dentro del ler ano,
2 u.m. en el segundo, etc.

El valor actual es:

(WA = [t 4+ 1] v con densidad py prgrs, t >0
El valor actuarial:
(IZ)I = / [[t + 1]] ’UiL tPx Hx+t dt
0

En la practica se utiliza la aproximacion al caso discreto; deducida
en 3.5:

~
N
5
%
S| =0 O .

3.7.2. Temporal a n anos

— 7
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3.7.3. Valor actuarial de una operacién de seguros de vida
entera que proporciona prestaciones crecientes al
final de la m-ésima parte del ano

Es decir proporciona una indemnizacién de 1/m u.m. si el f/q ocurre
entre 0 y 1/m, 2/m, u.m. si el f/q ocurre entre 1/m y 2/m, 3/m u.m. si
el f/q ocurre entre 2/m y 3/m, y asi sucesivamente.

Su valor actuarial es:

1
1M Ay, =~ (1A), — " 4,
(1™ A), = (14), - "

3.7.4. Valor actuarial de una operacién de seguros de vida
entera que proporciona prestaciones crecientes si el
pago se realiza al momento del f/q

WM™A), = t—m+1 .

m

Siendo ¢ la variable tiempo de vida futuro con distribucion /g

El valor actuarial es:

3.7.5. Si los pagos se incrementan continuamente con una
funcién g(t)

Es decir el pago en el instante ¢ es g(¢) u.m.
El valor actual es:

z= { g(t) v* con distribucién 1q, ; t >0
Y asi el valor actuarial es:
“+o00
BG) = [ 9t) o' s pa it
0

En particular si g(t) = t se representa:
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+00
(]A)a: = / t ot tPx Moyt db
0

= lim (™A,

m——+00

= (TA), = (IA),— % A,

3.8. Problemas resueltos

Problema 3.1 Considerada una persona (35) cudl es el monto de la
prima de un sequro cuya indemnizacion es de 100,000 u.m. pagadero al
final del ano de f/q.

1) En cualquier momento que ocurra
Solucién

m = 100000 Agzs

Ms3s
= 100000 - ——
D35

2) Condicionado a que el f/q ocurra antes de cumplir los 45 afios

Solucion

my = 100000 Az g
M35 — Mys

= 100000
D35

3) Condicionado a que el f/q ocurra luego de los 45 anos

Solucion

w3 = 100000 10 Ass

Mys
= 100000 —=
D35
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4) Condicionado a que acaezca entre los 60 y los 64 afos

Solucion

T4 = 100000 25/4A35
Mego — Mgy

= 100000
D35

Problema 3.2 FEn el ejemplo anterior calcular el monto de la prima en
el caso 2) si la mortalidad sigue una ley de Moivre con edad limite de
100 anos y que i = 4% anual

Solucién
n—1 d
t
Aglam = Z vttt t/4x ; t/dz = QZH
t=0 r
9
ALz = 100000 Y v gs5
t=0
& Lot — losi
— 100000 Ut+l <$+t r+t+ )
N
9 o+l
o100 —2 —t— 100+ 2+t + 1)
= 100000
tZ% 100 — x
rz=235 n=10
100000 1 1
1 _ 2 10 ) _ _
Apao = Ty WEUE AU = e T T

1 10

100000 [ 1 1<1,04)
65 \ 1,04 1
1,04

1
Al o = 12478,30 u.m.

Problema 3.3 Interpretar y expresar en simbolos de conmutacion las
siguientes funciones:

1
1) A30:ﬁ
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Solucion

o Mo~ Mg
30:151 — D
30

Valor actuarial de un capital unitario para una persona de 30 anos
pagadero al final del ano de fallecimiento si este se produce antes de
cumplir los 45 anos.

2) 10720430

Solucion

M3y — Mgo
Ds
Valor actuarial de un capital unitario para una persona de 30 anos

pagadero si al final del afio del f/q sobrevive a los 40 anos y fallece en
los 20 afios siguientes.

10720430 =

3) 107430
Solucion

My
10/A30 = ngo

Valor actuarial de un capital unitario para una persona de 30 anos
pagadero al final del afio de f/q si se produce su fallecimiento transcu-
rrido por lo menos 10 anos después de la firma del contrato.

4) 10/20(1A)30
Solucion

Rao — Reo — 20Moeo
D3

Valor actuarial de una prestacion que consiste en el pago de una
unidad monetaria si fallece a los 40 anos, 2 unidades monetarias si muere
a los 41 anos y asi sucesivamente hasta cumplir los 60 anos; para un
individuo que a la firma del contrato tenia 30 afios.

10720(1A)30 =

Problema 3.4 Se concierta una operacion de sequros a favor de (x)
que proporciona las siguientes prestaciones:

= 10,000 w.m. a los 20 anos si (x) sobrevive.
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» Reembolso de la prima unica 7 al final del ano de f/q si esto ocurre
durante los 20 primeros anos.

Determinar el monto de la prima unica pura.

Solucion

T = 10000 A, 5+ 7 Al o
Dx+20

10000 —==

D

T

_ Mm - Mz+20
D,
10000 D420
Dz + Mx+20 - Mx

1

=71 =

Problema 3.5 Demostrar que:

d(4) 7
P (IA),

Solucién
Se conoce que

00
A = / vt tPx Ha+t dt
0

Entonces:

4 /OO vt i) = 2 /00(1+i)—t dt
di ) tPx Hax+t T d o tPx Ha+t
_ ( |0 a0 dt)
0
(— v/ t v Py pott dt>
0

= —vu(lA),

Problema 3.6 Se concierta una operacion de sequros a favor de (x) con
una prestacion de 50 u.m. pagadera en el momento del f/q. Sabiendo que
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la funcion de densidad de probabilidad de la variable aleatoria asociada
al tiempo de supervivencia futuro T(x) viene dada por:

t
—— para 0 <t <100
g(t) = 5000

0 en otro caso

y que el tanto instantdneo de interés es del 10%, se pide calcular la
prima unica neta para individuos de edades: 20, 50, 75 anos.

Solucion
100—z + 1 100—z
Prima ﬁnica = 50/0 ’Ut m dt = 50 (5000> /O ’Ut tdt
Integramos por partes u dv = uv — v du
u = t du = dt
¢
dv = ot v = v
Inv
1 ¢ 00—z ¢
_ v / SO
100 | Inwv 0 Inv
1 Ut Ut 100—x
= t— —
100 { Inv  (Inv)?|, ]

1 1
U prd fry
142 1,1
) . 1 (100 _ $) UlOOf:t UlOO*I 1
= Prima tnica — — 5 + 5
100 Inv (ln U) (ln v)
Edad | Prima Unica

T Pura

20 1,0962

50 1,04677

75 0,757137

Problema 3.7 Disponiendo de la siguiente informacion: A7¢ = 0,8;
D7¢ = 400; D77 = 360; i = 0,03. Se pide calcular el valor de Az7.
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Solucion

t+1
v t/9x

=
I
Nk

-
Il
o

t+1
v tPx Qx+t

[
WE

-+
Il
o

00
= V(Qy+VUPpg th t—1Pz+1 qz+t
t=1

oo
1
= VU (gy+VDPs ZUTJF rPx+1 qr4r+1
r=0

D
= V(g +vps+ Z T tPz+1 Qe (z+1)
=0
= UQw+pr Ax-‘,—l
= v qre + v pre A7
M7

A6 = U Q6+ U pr6 ——
D77

D7 =00 l7g : lz¢ = 3781,71 : qr6 = 0,073
Dyr =0 l;p l77 = 3505,65 qrr = 0,927
A7z = 0,810

Problema 3.8 Si se conoce que para todo wvalor entero de x el wvalor
de A, = 0,4 y que i = 0,06, se pide calcular la varianza de la variable
aleatoria asociada a la prestacion de 1 u.m. de una operacion de sequros
vida entera en el campo discontinuo a favor de (30).

Solucién

t+1
v t/4x

=
I
NE

~+
Il
o

t+1
v tPx Qx+t

I
NE

~+
Il
o
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Como A, =

2AJ?

2A$

oo
= vgtope Y, Vi ape Gt
t=1

o
1
= UGy +VDPg E V' Dait Qe
r=0

= qu+vp$A$+1 ; U=1/(1+i)

0,4 para todo valor entero de x = A, = A, 11

Aac = V(Qy+VUpy Ax
4 - VO
I—-w Px
- Q=
(1 + Z) — Dz
qx
04 =
(1+0,06) = (1 = pa)
¢ = 0,04
oo
_ Z U2(t+1) +/ 4
t=0
oo
= ZU2(t+1) tPx qx+t
t=0

oo
= U2 qz + U2 Dz ZU2(t+1) rPx+1 qrtt+r
t=0

= U2 qz + U2 yZ 2A$+1 ) Ul/(l + Z)

Por lo ya expuesto anteriormente = 2A, = 2Az+1

2AJ: = U2 QI+U2 Pz 2AJ:
Ve
1—12 p,

(1 +i)2 — Pz
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Var(\) = 24, — A2

dx 2
N
(1+i)2_px *

= 2Aac_p:r:

= (wowr o)~ O°

Var(\) = 0,0845

Entonces la varianza de la prestacién pedida para 1 u.m. es igual a
0,0845

Problema 3.9 Obtener una expresion en términos de l,, M, y D, pa-
ra la prima dnica pura correspondiente a un individuo de edad x que
contrata un sequro de $20,000 pagadero al final de los 10 anos desde la
realizacion del contrato si el f/q ocurre durante este periodo o al final
del ano del f/q si esto sucede después de transcurridos los 10 anos.

Solucion

¢ v probabilidad 10gs
o't probabilidad ;/q,, t =10,11,12,...
oo
E) = v 10q + Z o
k=10
= v 000 + 10/ Az
M
Prima = 20000 <v10 10qs + —2F ””)
D,
= 20000 ,UIO l:l? - l:l?+10 + M]_(]er
Iy D,

Problema 3.10 Demostrar que:
Ay =v Qz + U Pz Ax+1

Solucién
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o0
_ t+1
Ay = E v tPx qz+t
t=0

o0
= U oPz gzt fuzvt tPr Qott 5 tPe = 1 Pp—1) Pet1, 0Pe =1
t=1

o0
= V0P 4z + Uzvt Pz t—1Pz+1 Qu+t
t=1

(e 9]
t+1
= VG +Ups ZU+ tPr+1 Qutt+1

t=0
Az = V(g +vp, Az+1

Problema 3.11 Sabiendo que un colectivo tiene una ley de sobreviven-
cia lp, =100 — x para 0 < x < 100 y que el tanto instantdneo de interés
es § = 0,05 se pide calcular:

1) El valor de A,;.95

Solucion

n
—1
S / Ut tPx Hax+t dt
On
= / 676 tPx Hax+t dt
0
25
—1 _ 60 —t 1
A5 = /0 T e o
1 6_0’05 t125
~ 60 —0,05 |,
= 0,238
— 1
A40:ﬁ = v? 25P40
100 —25—40 25
N 100 — 40
= 0,167

A5 = 0,237 + 0,167 = 0,4014
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2) La prima tnica neta para una operacién de seguros temporal por 25

afios con una prestacion al f/q en el momento ¢ de e%9%5 ¢ a favor
de (40)
Solucién
0005 t 4yt con densidad pag paort  0<t <25
z =
0 sino
25
T=E(z) = / 0% ot ipag praose dt
0
25
_ / 0005 ¢ o=0,005 ¢ ) oy dt
0
B /25 100 — 40 — ¢ 1 "
o 100 —40 100 —40—t¢

= 0,416

Problema 3.12 Interpretar y expresar en simbolos de conmutacion las
siguientes funciones:

1
1) ABO:E
Solucion
A 1j _ M3zg — Mys
30:15 Do
2) 10720430
Solucién
o — Mo — Mg
10/20430 = =
3) 10/430
Solucion
My
10/430 = ——

D3
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4) 10/20(LA)30

Solucion

Ryo — Reo — (20) Meg

10/20(1A)30 = D

Problema 3.13 Se concierta una operacion de sequros a favor de (x)
que proporciona las siguientes prestaciones: 10.000 u.m. al final de los
20 anos si (x) sobrevive y reembolso de la prima tinica 7 al final del ano
de f/q si (x) f/q durante los 20 primeros anos.

Solucion

T = 10000 A, 5+ 7 Al 5
10000 P52
N Mx - Mx+20
o Yo~ Mat20
D,

10000 Dy420
Dz - Ma: + M$+20

Problema 3.14 Una determinada empresa que lleva funcionando 50
anos concierta una operacion de sequros vida entera con una prestacion
de 100.000 u.m., siendo la ley de sobrevivencia del sector empresarial
dada por I, = (1,000)(1 — 2/105) y el tanto de interés i = 0,08, se pide
calcular la prima unica de esta operacion.

Solucion

x
= 1000(1— ——
L 000( 105)

lore = 1000(1—‘“”)

105
, 1000
T

_ 105 —x —t
R T
B 1
Hatt = Jo5_o—t
1
tPx Hz+t =

105 —x
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Problemas propuestos

3.9.

1.

100000 > —0,07696 t
- : —0,07696 dt
i (55)(0,07696) /0 ¢ ’

23625,0236

Problemas propuestos

Para (40) calcular la prima tnica pura de un seguro temporal con-
tratado a 10 afios que paga $10,000 si el f/q ocurre dentro del
primer ano, $9, 000 si ocurre durante el segundo ano, y asi sucesi-
vamente. Utilizar ¢ = 10 % anual.

SE PIDE:

» Cuando la cobertura termina en el fin del décimo afno

» Cuando la cobertura termina al finalizar el quinto ano

. Asumiendo que la mortalidad de una poblacién sigue una ley de

Moivre con edad limite de 100 anos, e i = 10 %.
SE PIDE:

= Calcular Zé():m

» Calcular el riesgo (varianza) del valor presente de la indem-
nizacién.

. Sabiendo que un colectivo sigue la ley Moivre y que el tanto ins-

tantaneo de interés que rige en el mercado de capital 7 es constante.
SE PIDE:

= Determinar en términos de los parametros de la ley de Moivre
e interpretar L, y my

. Calcule para una persona de 50 anos, la prima tnica pura que

deberd cancelar para tener un seguro decreciente anualmente, que
paga 5000 dolares en el momento del fallecimiento si este ocurre
en el primer afio, 4000 en el segundo afio, y asi sucesivamente. Se
conoce que los fallecimientos tienen distribucién uniforme durante
el ano de fallecimiento, que i = 0,06 y l50 = 89509, ademas de la
tabla de valores siguiente:
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K | Dsoqg

0 | 529,8844
1 | 571,4316
2 | 616,4165
3 | 665,0646
4 | 7176041

5. Si se conoce que la mortalidad sigue una ley de Moivre con edad
limite de 100 anos.
SE PIDE:

» Hallar (H)})m

6. Siendo t el tiempo de vida futuro, pagadera al final del ano del f/q.
SE PIDE:

= Hallar en simbolos de conmutacion el valor actuarial de una
operacion de seguros de vida completa que proporciona pres-
taciones crecientes segun la funcién ¢(t) = at + b;

7. Considerar un seguro de vida completo diferido a 5 anos, pagadero
al momento de fallecimiento de (x). El individuo esta sujeto a una
fuerza de mortalidad constante p = 0,004. Si la fuerza del interés
6 = 0,01. Para una indemnizacién de 1 u.m.

SE PIDE:

= El valor esperado
= La varianza

» La mediana &g 5

8. Se establece una pdliza de seguro emitida para una persona re-
cién nacida con la siguiente escala de beneficios por fallecimiento,
pagaderas al momento del f/q:
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Edad Indemnizacién
0 1000
1 2000
2 4000
3 6000
4 8000
5—20 10000
21 o mas 50000

SE PIDE:

= Determinar el monto de la prima tnica pura en términos de
los simbolos de conmutacion

= Usando la tabla de mortalidad de la poblacién mostrada en
el apéndice y una tasa aplicable de ¢ = 10 % hallar el monto
de la prima tnica pura

9. Una politica de seguros, cuya indemnizacién es pagadera al mo-
mento del f/q establece un pago de k u.m. si el f/q ocurre dentro
de primer ano, de k — 1 u.m. si el fallecimiento ocurre durante el

segundo ano, k — 2 u.m. si ocurre el tercer ano,... , de k — (n — 2)
u.an. si el fallecimiento ocurre durante el afio n — 1.
SE PIDE:

= El valor actual de este seguro decreciente con vigencia a n
= 1
anos (D&)gm

= El valor actuarial (DA)L

10. Una persona de 30 afios contrata un seguro con vigencia a 10 anos
pagadero de 10,000 ddlares si el f/q ocurre dentro del primer ano,
9,000 ddlares si ocurre durante el segundo ano, y asi sucesivamente,
con una tasa aplicable del 15 %.

SE PIDE:
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11.

12.

13.

14.

= Hallar el monto de la prima tinica pura

» Kl riesgo de esta pdliza, es decir la varianza del valor actual
de la indemnizacion

Determinar en términos de los simbolos de conmutacion R y D
el valor actuarial de una operacién de seguros de vida entera que
proporciona 1 u.m. de forma creciente durante los primeros n anos
y luego permanece constante igual a n hasta el fallecimiento, nota-
da con (I,A),

Considere una operacién de seguros con la siguiente prestacion:

a) Un capital variable en progresién aritmética que comienza con
4 millones de sucres y razon de 200,000 sucres pagadero en
el momento del f/q a favor de una persona de 35 anos si el
suceso acaece antes que ésta cumpla los 50 anos.

b) Bajo las mismas hipétesis de f/q dentro de (35) hasta antes que
cumpla los 50 anos, determinar el capital constante pagadero
tal que el valor actuarial de este 1ltimo sea igual al del seguro
variable en progresion aritmética.

Supéngase que una compania de seguros incurre en gastos de ex-
pedicién que pueden estimarse en un 80 % del valor de la prima,
y en el momento de liquidar y pagar la indemnizacién hay gastos
administrativos que se estiman en el 1% del valor pagado.

SE PIDE:

» Escribir una ecuacion que permita calcular el monto de la pri-
ma de un seguro de vida completo que contemple estos gastos.

» Calcular el monto que debe pagar una persona de 42 anos
para tener acceso a este seguro (i = 10 %).

Si se conoce que la funcién de sobrevivencia de un colectivo de
personas estd dado por:

1 \3
S(w)-( > ;para x > 0

14z
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SE PIDE:
= Hallar el valor exacto de un seguro contratado por una per-
sona de 25, temporal a 15 anos a una tasa de interés del 10 %
pagadera el momento del f/q.

15. Cual es la prima tnica pura y el riesgo de un seguro de vida com-

pleto de 1 u.m. para una persona de 40 anos:

a) Si es pagadera al final del ano del f/q.

b) Si es pagadera el momento del f/q.

c) Si se considera que la una unidad monetaria se paga en la mi-
tad del ano del f/q.

16. Considere un seguro de vida completo para un individuo de x anos,
el capital asegurado es de C unidades monetarias pagaderas al final
del afnio del fallecimiento; la prima neta anual anticipada es 7; si
i = 10% y la mortalidad sigue una ley de Moivre con edad limite
w = 100.

SE PIDE:
= Hallar la esperanza de vida completa de (z).
= Hallar el valor de 7 en funcién de C y de =.
17. Una persona de edad (40) contrata un seguro que consiste en el

pago de 100 u.m. si el f/q ocurre dentro de los primeros 10 afios,
pagaderas al final del ano del f/q o de 200 unidades monetarias
pagaderas al final del ano del f/q si este ocurre luego de 10 anos.
Si la tasa de interés es de i = 5%

a) Con la tabla de mortalidad.

b) Si la poblacién sigue la ley de Moivre con edad limite de 100
anos.

¢) Con fuerza de mortalidad constante p, = 2.
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d) Con distribucién de Weibull con pardmetro k = 2. (Una ley de
mortalidad se dice de Weibull si tiene fuerza de mortalidad:
g = kz™).

18. Considerar un seguro diferido a 5 anos de 1 u.m. pagadera al mo-
mento del f/q de (z). La persona esta sujeta a una fuerza constante
de mortalidad u = 0,04; si 6 = 0,10.
SE PIDE:

= Calcular el valor actuarial.

» Calcular la varianza y la mediana £ 5.

19. Sil, =100 — z para 0 < x <100y § = 0,05.
SE PIDE:

= Calcular ﬁm;ﬁ

20. Sabiendo que se verifican las siguientes igualdades:

» Apm=u

1 —
= Am:ﬁ\ =Yy
u A:c+n = Z
SE PIDE:

» Hallar A, en funcién de u, y, 2z

21. Se concierta una operacién de seguros que proporciona las siguien-
tes prestaciones: 10,000 u.m. al final de los 20 anos si (=) sobrevive
a esa edad, o el reembolso de la prima unica pura pagada por el
asegurado sin intereses al final del f/q, si este ocurre antes de 20
anos.
SE PIDE:

= Calcular el monto de la prima tnica pura en términos de los
simbolos de conmutacion D, y M,.
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Problemas propuestos

22. Demostrar que:

s R, = Z(t + 1) Cx+t
t=0

n—1

" Z(n —1) 414z = ZA:}::m

t=0 t=1

o 1 +o0
y
. Ax_a;po e /x vY ypo py dy




Capitulo 4

Valores actuariales de las
prestaciones en casos de
supervivencia

4.1. Introducciéon

En este capitulo se tratan las denominadas prestaciones para el caso
de supervivencia, en las cuales, los valores actuariales de las indemniza-
ciones pactadas representan situaciones en las cuales no hay fallecimien-
to. En el caso deterministico lo equivalente serian los valores actuales de
rentas periddicas, que también son denominadas en la literatura como
anualidades ciertas, su definicién y los principales tipos de las mismas
se muestran a continuacién:

4.1.1. Definicion

Se denomina anualidad cierta al valor actual de una sucesién de
pagos que se realizan periédicamente durante una determinada cantidad
de tiempo (conocido). Las més importantes son:

Anualidad anticipada: (i.e. el primer pago comienza en el instante
cero) Constituye una sucesién de n pagos periddicos anuales de 1
w.m.. Su valor actual, representado con:

m = l4+v+02+...+o0" !
n—1
- S
k=0
. 1—o"
:am =
1—v

141
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Anualidad vencida: (i.e. el primer pago se realiza al final del ler ano)
Constituye una sucesién de n pagos anuales del 1 u.m.. Su valor
actual se representa con:

Gy = v+ 0"
= Udn‘l
1—ou"
- 1—wv
1—o"
[

1

Anualidad anticipada pagadera en m fracciones del ano : En es-
te caso la sucesién de pagos se realiza al inicio de cada m fraccién

del ano.
L(m) _ 1—0"
G = gm)

Anualidad vencida pagadera en m fracciones del ano : Similar a
la anterior, con la tnica diferencia que los pagos se realizan al fi-
nalizar cada m fraccion del afio.

(m) _ 1—o"
G = 7 m)

Anualidad creciente anticipada (con pardmetros q y n)

(I(q)d)(mm) _ (qa?(;)” v

Anualidad creciente vencida

n

mo i(m)
4.2. Valor actuarial del capital diferido para ca-
sos de supervivencia

Recordemos la variable aleatoria analizada anteriormente en 3.3.4

,UTL

1 ;con probabilidad ,,p,
fa::ﬁ\ - ngzv -

0  ;con probabilidad ,, ¢,

Con su valor actuarial:
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Ax:ﬁlw = E(nfz’)

_ n
= U npPzx

Este valor actuarial también suele representarse como ,FE,, que en
particular es la notacién que se usard en este capitulo.
Luego
n
nEy = pnpz v
= ,F,. se denomina factor de actuarializacion, y es el equivalente

actuarial del valor v™, que se denomina factor de actualizacion fi-
nanciera

= De manera similar, se define el factor de capitalizacion actuarial

por:
I (1+4)"
nEy B nPx
que es el analogo actuarial del factor de capitalizacion financiera
v = (1+10)"

4.3. Equivalencia entre el problema financiero
y el actuarial

Como 6 = In(1 +i):

x+n
nEr = e_"‘snpw : ndz/ 6 dt
X

nPe = € Jo' e dt
= e fzx+n bt dt
VB, = e S e dt = [T dt
= By = e L7 et0) dt

Ahora:

z+n
O = e~ ST dt
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Asi, el problema financiero es equivalente al problema actuarial si
se considera la probabilidad de supervivencia 1, o equivalentemente una
fuerza de mortalidad p; cero.

Teorema 4.1 Se cumplen las siguientes propiedades:

w B, < U, es decir el factor de actuarializacion es menor que el
factor de actualizacion.

= FEl factor de capitalizacion actuarial, en cambio, es mayor o igual
al factor de capitalizacion financiera.

DEMOSTRACION

L Gt de

S
£

> (1+4)" 1

3
&

4.4. Rentas de sobrevivencia vitalicias constan-
tes

Una renta vitalicia es una sucesién de pagos que se realizan de mane-
ra constante mientras el sujeto viva o se cumplan las estipulaciones del
contrato. Se denominan prepagables o anticipadas si el pago se realiza al
inicio de cada periodo y se denominan post pagables o vencidas cuando
los pagos se realizan al final de cada periodo.

4.4.1. Renta vitalicia, anual, unitaria, inmediata, antici-
pada y temporal por n anos

En este caso se trata de una sucesién de pagos anuales de 1 u.m.,
pagaderos al inicio de cada ano por n afios o hasta que fallezca, lo que
suceda primero.

El valor actual de la sucesién de los pagos es representado con:

. dp ;con probabilidad ;_1/¢x t=0,1,...,n—1
Qg =
am ;con probabilidad ,—1p,
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Y su valor actuarial seria:

n—1

&x:ﬁ\ = Z t—l/CIx dﬂ + aﬁ\ n—1Px
t=0

Ahora bien, en la practica el valor de d,.7; se puede expresar facilmen-
te en términos de los simbolos de conmutacion de la siguiente manera:

Como £, es el valor actual del pago de 1 u.m. si el individuo de edad
x sobrevive a la edad x + t, entonces:

dx:ﬁ\ = Ofx +1 fz + .ot 5:(:
n—1
= Z tgz

t=0

Y asi, el valor actuarial seria:

t=0
n—1
= § tEa:
t=0
n—1
i Dx+t
x:nl
D
t=0 z
Y asi,
. . N:): - N:):+n
Az = T
T

4.4.2. Renta vitalicia, anual, unitaria, anticipada de vida
completa

En este caso se trata de una sucesién periédica de pagos anuales, al
inicio de cada ano, mientras el asegurado viva.
El valor actual de los pagos se representa con &, y es igual a:
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Gy = Gy con probabilidad ;_y,q,; ¢=0,1,2,...

Y asi, su valor actuarial es:

oo
&x = § dﬂ t—14x
t=0
oo

= Ztgac

t=0

En términos de los simbolos de conmutacion:

4.4.3. Renta vitalicia, anual, unitaria, anticipada, prepaga-
ble, temporal por m anos, diferida por n anos

Esta renta en cambio representa una sucesién de pagos anuales que
se realizan a partir del n-ésimo ano de la firma del contrato y por m
anos mas o hasta que el individuo fallezca, lo que suceda primero.

Su valor actual se representa con:

n/m®x

Y su valor actuarial:

n/mda: = Z o
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d o Nw—l—n - Nx—l—n—i—m

4.4.4. Renta anual, unitaria, prepagable, ilimitada diferi-
da por n anos

En este caso se trata de una sucesién de pagos al inicio de cada afio,
pagaderas a partir del ano n luego de la firma del contrato, mientras el
individuo sobreviva.

Su valor actual se representa con:

Y su valor actuarial:

0o
t=n

(e 9]

Dx—i—t

t=n Dm

Nz+n
Dy

n/0z

A continuacién se analizan las rentas en el caso vencido. La interpre-
tacién en cada caso, es la misma que en el caso anticipado (o prepagable)
con la tnica diferencia que los pagos se realizan al final de cada ano (y
no al inicio).

4.4.5. Renta anual, unitaria, vencida ilimitada inmediata

Su valor actual se representa con:

Qg

Y su valor actuarial es:

o

ay = 5 tFy
t=1
00

Dx—i—t
Dy

t=1
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o Nerl

D,

4.4.6. Renta anual, unitaria, vencida, temporal por n anos
inmediata

Su valor actual se representa con:

n/m%x
Y su valor actuarial es:
n+m
n/mlz = § 1By
t=n-+1

Nx-l—n-i—l - Nx—l—n—i—m—‘rl
D,

4.4.7. Renta anual, unitaria, vencida, ilimitada, diferida
por n anos

Su valor actual es:

n/aac
Y su valor actuarial es:
o0
n/ax = Z tE:c
t=n-+1
Nw-l—n—i—l
D,

Teorema 4.2 En general, se satisfacen las siguientes relaciones entre
los valores actuariales de las principales rentas estudiadas:

'L) n/Gzx = Qg + azm
1) p/az = nEy agin

i) Gy =1+ ag
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i’U) A= 14+ Q=T
’U) n/ax = n—-1/0z

’UZ) n/mz = n—1/mQzx

DEMOSTRACION

7’) n/Gz = Qg + azm

Nz-i—l Nx-l—l - Na:+n+1

Ay + Qpm = -
x T D, D,
N:p+n+1 - a
D, n/%z
i) njty = nBy apin
00
nBe Gzyn = V" ups E tExtn
t=1

00
n t
= U nPzx E U tPz+n
t=1

)
t+n
nFy Qx4n = E Ul tPx+n nPx
t=1

Cambiando el indice t =T — n

9]
T
nEy Ar4n = g U T—nPz4n nPx
T=n+1
)
o Z UT l2+T Zern
T=n+1 lz+n l:):
9]
T
= g U TPx
T=n+1
)
= § TE:(:
T=n+1

nEy Az+n = n/0z
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iii) Gy =1+ ag

N,
Lta, = 1+—25
T
_ Da:* r+1
D
N,
1 = =
+ ag D,

iv) e =14+ Gy
D:z: + N:z:Jrl - N:ern

1+ Apn—1] — D
x
_ Nx - Nx—i—n
D,
n—1
- >
t=0 Dy

l+a,7=1 = Gam

U) n/aﬂv = n-1/0z

) Nos
i =,
= n-1/0z

UZ) n/mz = n—1/m8z

8 _ Nern - Na:+n+m
n/mixr —
/ D,

= n-1/m0z u

4.5. Capitalizacion actuarial

Si cada elemento (x) de un colectivo/sector realiza un pago de 1 u.m.
a un determinado fondo al final de cada ano si sobrevive, y estos pagos se
capitalizan en el fondo hasta el final de n afios, la parte correspondiente
a cada sobreviviente al final de los n anos se representa con S,
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Por tanto el valor actuarial del monto al final del plazo de los n anos
de sobrevivencia, unitario, vencido, pagadero mientras = sobrevive se
podria calcular asi:

El primer pago realizado a la edad (x + 1) se convierte luego de n
anos en:

1
n—lEx—i—l

El segundo pago realizado a la edad (x+2) (si sobrevive) se convierte

en:
1

nf2Ex+2
y asi sucesivamente hasta el ultimo pago.

De esta manera el monto actuarial para cada sobreviviente a la edad
x + n viene dado por:

Sx:ﬁ\ = Z;

= D (Dm+1 + Dm+2 +...+ Dm+n)
z+n

Nm—i—l - Nz+n+1
= Sx:m =

D:E—I—n

Teorema 4.3 Se satisface la siguiente relacion

1
S, = Qem ——5—
x:ml x:m) nEx
DEMOSTRACION
a 1 _ Na:—H — Nx—i—n—i—l D;B
e nEx Dw Dx—l—n

Nerl - Nx+n+1 m
D:t+n
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OBSERVACIONES
El monto actuarial acumulado anticipado es:

Sem1 = lgpn

Sz:n—'

4.6. Valores actuariales de rentas vitalicias frac-
cionadas en m partes

Ademsds de las rentas vitalicias pagaderas anualmente, también hay
que considerar el caso en que estas no se pagan anualmente, sino men-
sualmente, trimestralmente, etc., de esta manera se tienen las denomi-
nadas rentas fraccionadas. Los principales se anuncian a continuacion.

4.6.1. Valor actuarial de una renta fraccionada vitalicia
(pagadera mientras sobrevive la persona) de 1/m
u.m. al final de cada m-ésima fraccién del ano (ven-
cida) inmediata

Usando la notacién anterior, su valor actuarial es:

Que se podria calcular como:

1

Cbggm) - m < 0+l/mEac + O+2/mEﬂC +...+ 0+m/mE$ +
1+1/mEz + 14o/mEe + o+ 1pmmEa +
241 /m b + .. )

] o.M
= EZZ n+t/mE$

n=0 t=1
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Si usamos interpolacién lineal para aproximar ,, /., Fz, se tiene:

t
n+t/mE$ = nEz + E ( n+1Ea: - nE:n)

) L "
= a, :%ZZ nE;z_‘_E(n-i—lEm_nE.T)

n=0 t=1
Ll 11Ey —n Ex m(m+1)
n=0
1 — m—+ 1 m E
= mzo<mnEz+(2)n+lEx_2nEz_n2$>
~ ;i(mHmHEﬁ(m—l)nEx
- m — 2
1 o0 o0
= T ((m+1)z n+1Ex+(m_1)Z nEx)
m n=0 n=0
1
= . (m+1) az+ (m—1)(1 + az))
1
= — (magy +az +m+ma, —1—ay)
2m
-1
R TS

Es decir la renta fraccionada es aproximadamente igual a la renta
anual més un término de aproximacion. Cabe indicar que el esquema de
interpolacién lineal usado es el més simple que se podria plantear; seria
mas preciso, pero a la vez mas complejo llegar a un modelo que incluya
mejores técnicas de interpolacion, tales como interpolacion por Splines
o trazadores cibicos, lo cual se analiza en 4.7.

También se puede llegar a resultados més precisos a través del desa-
rrollo en diferencias finitas de las funciones consideradas, con lo cual se
obtienen las denominadas Férmulas de Woolhouse, analizadas en 4.8.

4.6.2. Valor actuarial de la renta diferida pagadera m ve-
ces por ano de 1/m y vencida

Usando el procedimiento anterior y la aproximacién por interpola-
cioén lineal indicada se llega a:
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m—1
n/aim) = n/ 0z + W nEx

4.6.3. Valor actuarial de la renta temporal por n periodos
m veces al ano vencida inmediata

Es obvio que:

- n/ag?m)

Asi, usando las aproximaciones anteriores:

a(m) ~ Nyt1 m—li a 7m—1 >
xml D, o n/%x o T
~ Na:—l—l m—1 _ Naz+n+1 _ m—1 Dac—l—n
D, 2m D, 2m D,
~ Nit1 — Negnt i m—1 1— Dyin
- D, 2m D,
Nyi1— N, n=l (D, - D
(m)  ~ z+1 z+n+1 T om ( T x+n)
Ay = D
T

A continuacién se plantean los resultados para las rentas en el caso
anticipado:

4.6.4. Renta vitalicia anticipada de pago de 1/m u.m. cada
vez

Igual que en el caso vencido se pueden obtener las aproximaciones
respectivas para el caso anticipado:

1 oo
i = EE t/mEa
t=0
1 1
=+ E
m+mt:1 b/m=w

1
- (m)
m + Az
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1 m—1
s(m)
= ~
% m t et 2m
m—+1
= T
.. m—1
T
En simbolos de conmutacion:
m+1
Nx—i—l + — Da:
"~ 5
X

4.6.5.

4.6.6.

4.6.7.

4.7.

Renta anticipada y diferida pagadera m veces al
ano

Renta anticipada, temporal por n periodos y paga-
dera m veces al ano

m—1
N:p - N:EJrn - T (D:p - D:p+n)

~ 2m
~ D,

Renta diferida por n anos y temporal por £ anos
anticipada y pagadera m veces al ano

m—1
.(m Nm—l—n - Nx+n+k - W (D1'+7L - Dac+n+k)
n/kGrm = D,

Uso de trazadores cubicos en el analisis de
rentas fraccionadas

Como se mostro antes, en la literatura actuarial en general, se han es-
tablecido los valores de las rentas fraccionadas a través de interpolacién
lineal segmentaria, con lo cual se realizan las aproximaciones respectivas
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de los simbolos de conmutacién, que solo se conocen para edades ente-
ras. Sin embargo, la aplicaciéon de este tipo de interpolacidén, si bien es
sencilla, tiene el inconveniente de que produce resultados un tanto im-
precisos, y ademés lleva a situaciones como las de "no suavidad”de las
funciones biométricas en las edades enteras. En la actualidad en Anélisis
Numérico se disponen de modernas técnicas de interpolacién, tales como
los trazadores ciibicos o Splines, las cuales han sido incorporadas en este
texto al tratamiento de rentas fraccionadas, y que por tanto permiten
obtener resultados mas precisos.

El inconveniente de usar estas técnicas de interpolacién mas sofisti-
cadas es que en cambio ya no se puede establecer una expresién explicita
para los valores de las rentas, y hay que implementar su cédlculo en un
programa informéatico. A continuacién se determinan los valores que se
obtienen de las primas fraccionadas, con la utilizacién de estos métodos.

4.7.1. Interpolacién de trazadores ciibicos

Se conoce por el teorema de Weierstrass para funciones continuas que
se puede aproximar cualquier funcién continua, con la precisiéon que se
quiera, por medio de un polinomio en un intervalo cerrado. Sin embargo,
la naturaleza oscilatoria de los polinomios de alto grado y la propiedad de
que una fluctuacién en una parte pequena de intervalo puede ocasionar
grandes oscilaciones en todo su dominio, limita su utilizacién o hace al
resultado poco real en las aplicaciones practicas.

Un procedimiento alterno consiste en dividir el intervalo en una serie
de subintervalos, y en cada subintervalo construir un polinomio diferente
de aproximacion. A esta forma de aproximar por medio de funciones se
le conoce como aprozimacion polindmica segmentaria.

La aproximacién polindémica segmentaria mas simple es la interpola-
ci6n lineal segmentaria que consiste en unir una serie de puntos (datos):

{(xo, f(xo)), (ZE17 f(l’l))a ceey (xnv f(a;n))}

mediante una serie de segmentos de rectas. Obsérvese que esto es lo
que se hizo en 4.6.1 para hallar el valor actuarial de una renta fraccionada
vitalicia.

La aproximacion por funciones lineales ofrece una desventaja, no se
tiene la seguridad de que haya diferenciabilidad en los extremos de los
subintervalos, lo cual dentro de un contexto geométrico significa que la
funcién interpolante no es ”suave.®® dichos puntos. A menudo las condi-
ciones fisicas y biolégicas indican claramente que se requiere esa condi-
cién y que la funcién aproximada debe ser continuamente diferenciable.
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Otro procedimiento consiste en emplear un polinomio fragmentario
del tipo Hermite. Por ejemplo, si los valores de la funcién f y de f’
se conocen en los puntos zg < 1 < ... < T, podemos emplear un
polinomio de Hermite de grado tres en cada uno de los subintervalos
(xo,x1), (x1,22), ..., (Tpn-1,%,) para obtener una funcién continuamen-
te diferenciable en el intervalo (xg,zy). Si queremos determinar el po-
linomio cubico de Hermite apropiado en determinado intervalo, basta
calcular H3(z) para ese intervalo. Puesto que los polinomios interpo-
lantes de Lagrange necesarios para calcular Hj3, son de primer grado,
podemos hacer el calculo sin gran dificultad. Sin embargo, para utilizar
los polinomios fragmentarios de Hermite en la interpolacién general, ne-
cesitamos conocer la derivada de la funciéon que va a ser aproximada, lo
cual, como en el caso de los simbolos de conmutacién que solo se conocen
para edades enteras, muchas veces no es posible.

La aproximacion polinémica fragmentaria mas comun utiliza polino-
mios cuiibicos entre cada par consecutivo de nodos y recibe el nombre de
interpolacion de trazadores cibicos. Un polinomio cibico general con-
tiene cuatro constantes; asi pues, el procedimiento del trazador ctbico
ofrece suficiente flexibilidad para garantizar que el interpolante no sélo
sea continuamente diferenciable en el intervalo, sino que ademas ten-
ga una segunda derivada continua en el intervalo. Sin embargo, en la
construccion del trazador cubico no se supone que las derivadas del in-
terpolante concuerdan con las de la funcién, ni siquiera en los nodos
donde se conoce el valor de la funcién.

Definicién 4.1 Dada una funcion f definida en (a,b) y un conjunto de
nodos a = rg < r1 < ... < T, = b un interpolante de trazador ctibico S
para f es una funcion que cumple con las condiciones siguientes:

So(z) 18t xg < T < T

o) S(z) = Si(z) isiry < <o

Sp—1(x) st xp— <z <
Donde cada Sj(x) es un polinomio cibico

b) S(z;) = f(x;) para cada j =0,1,...,n;
c) Siy1(zjy1) = Sj(xj41) para cada j =0,1,...,n—2;

d) Sjt1(xjt1) = S(xj41) para cada j=0,1,...,n —2;
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e) S} 1(zj41) = S} (xj11) para cada j=0,1,...,n —2;

f) Se satisface uno de los siguientes conjuntos de condiciones de fron-
tera:

i) S”(xo) = S"(xn) =0 (Frontera libre o natural)
1) S'(zo) = f(xo) y S (xn) = f"(xn) (Frontera sujeta)

Aunque los trazadores cubicos se definen con otras condiciones de
frontera, las condiciones anteriores son suficientes en este caso. Cuando
se presentan las condiciones de frontera libre, el trazador recibe el nom-
bre de trazador natural, y su grafica se aproxima a la forma que adoptaria
una varilla larga y flexible si la hiciéramos pasar por los puntos (datos):

{0 1a0)). (a1, F@)). .. (s Flan)) }

En términos generales, en las condiciones de frontera sujeta se logran
aproximaciones mas exactas ya que abarcan maés informacién acerca de
la funcién. Pero para que se cumpla este tipo de condiciéon de frontera,
se requiere tener los valores de la derivada en los extremos o bien una
aproximacion precisa de ellos.

Si queremos construir el interpolante del trazador cibico de deter-
minada funcién f, aplicamos las condiciones de la definiciéon a los poli-
nomios cubicos.

Sj(x) = aj + bj(x — ;) + ¢j(x — x;)* + dj(x — x;)°

Para cada j =0,1,...,n— 1.
Puesto que los términos (xj41 — x; se utilizaran varias veces en este
desarrollo, conviene introducir la notacién mas simple.

hj = zj11 —x;

Para cada j = 0,1,..., n — 1. Si tambien definimos a, = f(z,),
entonces del sistema de ecuaciones:

3 3
hjci—1 4 2(hj—1 + hj)ej + hjcjn = = (a41 = ) = -—(aj — aj-1)
J Jj—1
Permite hallar los valores de los coeficientes ¢; para cada j, donde
j=1,2,...,n—1. Nbtese que este sistema contiene solo {cj };L = 0, como
S —1 )
incognitas, ya que los valores de {hj };L:O y de { aj};.lzo estan dados por

el espaciado de los nodos {z:j };.l:o y los valores de f en estos.
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n
Una vez que se conocen los valores de {cj }j = 0, se pueden encontrar

el resto de las constantes {b; }?:_g =0y de {d; };:g = 0 a partir de las
ecuaciones:

Ci+v1 = G +3 dj hj
1 hj 1

bj—1 = = (aj —aj-1) — 3

(2 Cj—l + Cj)

Con lo cual quedan determinados los polinomios ctbicos
-1
{Si(@)}; =0

4.7.2. Resultados numeéricos:

Desarrollando e implementando el algoritmo se pueden establecer
comparaciones ente el valor actuarial determinado con interpolaciones
de trazadores ciibicos y el valor actuarial obtenido por el método clasico
que usa interpoladores lineales segmentarios.

Por ejemplo, para el caso de una renta vitalicia de 1/m u.m. pagade-
ras al finalizar cada 1/m fraccién del ano, vencida e inmediata, con tasa
de interés ¢« = 10 %, = 35 anos, m = 6 (es decir pagos bimensua-les),
los resultados son:

] az()g) = 9,8862 con el uso del modelo que usa interpoladores de

trazador cubico.

. ag? = 10,0528874 con el uso del modelo que usa interpoladores

lineales.

4.8. Foérmulas de Woolhouse

Se pueden obtener aproximaciones mas precisas para las rentas frac-
cionadas a través de un desarrollo de las formulas en diferencias finitas,
estas se denominan férmulas de Woolhouse, y se construyen a partir de
los siguientes operadores:

4.8.1. Operador siguiente

= Dada una sucesién Uy, Uy, Us, . . ., se denomina operador de avance
0, al operador:
0 U'r - U7'+1
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= Y de manera recursiva se define el operador de avance de orden n
representado por 8" al operador:

0" U, =0(0"" (Uy)) = Uppsy
Donde
0° U, = U,

4.8.2. Operador diferencias finitas

» Dada una funcién f(x) se denomina diferencia finita h al operador
A definido por:

Af(z) = f(xz+h) = f(z)

s Para el caso de la sucesion Uy, Uy, Us, ... la diferencia finita se
define por:
A Ur = Ur+1 - Ur

= Y se define al aperador de diferencias finitas de orden n de manera
recursiva:

A"Ur = A(A™1U,)
Donde AU, = U,

Propiedades:

Los operadores siguiente y de diferencias finita satisfacen las siguien-
tes propiedades:

i) Linealidad

» (U, +V,) =0U, + 6V,
» AU, +V;) = AU, + AV,

1) Actividad

= 0P(6U,) = 6PTIU,
= AP(AIU,) = AP,

#11) Potenciacién

= (07)'U, = 6P,
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. (AP)7T, = APy,

OBSERVACIONES

AUT’ = Ur+1_Ur
= 60U, —-U,
AU, = (6-1)0U,

Por tanto la relacién entre los operadores siguientes y de diferencias
finitas esta dada por:

A=60-1

Y en general para los operadores de orden n:

A" = (6 —1)"

Utilizando la férmula del binomio de Newton:

=0 1
Luego:
n A n
v =3t ("
i=0 1
También:
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4.8.3. Operador derivada

Representamos al operador derivada como:

d
D=—
dx

Sea f(z) una funcién que admite desarrollo de Taylor en algun in-
tervalo, entonces se tiene que:

2 3
Flath) = f@)+h DfG)+ o D2() + o Do) 4.

h? S
= (1+hD+2'D2+3'D3> f(x)

- () s
h=0
fla+hn) = fle+h)=e"Pf(x)

Utilizando el operador de avance:

Uo = f(o)
Ur
Uy = f(z+2h)

I
~
£}
+
=

U, = "Puy
0U, = €"PU
A+1 = P
A P 1
h? h3
Dedonde,A:hD—kﬁDQ—l—a—i—...

En estas férmulas h se denomina incremento, asi con un incremento
unitario: A +1 = e”; y, con un incremento de 1/m.

5+126%D
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4.8.4. Integral finita

Consideremos un intervalo (a,b) particionado uniformemente de la
forma:

b—a
h

a, a+h, a+2h, ..., a+(n—1h, a+nh=>b, h=

Se define la integral finita de f(x) en (a,b) a la suma:

b @) =fa)+ flath)+ fla+2n)+... + fla+ (n—1))

De esta manera si F'(x) es una funcién tal que f(z) = A F(z)

S f(@) = A F(@)=Fla+h) - Fla)
fla+h) = AF(a+h)=F(a+2h)—F(a+h)
fla+2h) = A F(a+2h)=F(a+3h)— F(a+ 2h)

fla+(n—=1)h) = F(b)=F(a+3h)— F(a+2h)

Asi, si sumamos las ecuaciones anteriores obtendremos:

fa)+ fla+h)+...4 f(a+ (n—1)h) = F(b) — F(a)

Y con la notacion anterior:

> o fl@)=F(b) - F(a)
Donde la funcién F(z) se denomina primitiva o antiderivada finita

de f(z).

Con la notacion:

D : diferencia unitaria

d : diferencia 1/m-ésima

b—1

Z Hatt = Z Suma a intervalos unitarios en (a,b)
t=a
b—1/m

Z (m)M:E—Ft = Z %Nm-&-t

t=a
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Entonces:

(1+A)=(1+0m=e"

A=ceP -1

Como la integral finita ) es el operador inverso a A

1

216 ' 13824 '

(35 B
(2t )

11 1
= = ——_4+_D-_——_D3+...
2 D 2712 720 7 "

(4.1)

Andlogamente:

) ()

1 1 1 1
(m) - — - 4+~ _D- D3+ ...
Z m D 2m + 12m? 720m4 +
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Luego:

1 1 1 1
m) — = - 4 _— _p_ D3+ ..
Z D 2m + 12m? 720m4 +

(4.2)

Restando la ecuacién 4.2 de la ecuacién 4.1 se tiene:

Sy me b m oLy

om 12m? 720m4
2 4
Z Z + 2m 12m? + 720m4 te
De donde finalmente se obtiene:
[e%e) [e'¢) 2 +o0
(m) _ m—1 +o0 _ m* —1 i
> M= XN+ - g,
mt—1T[d° (] too N
72Om4 dtg 0 o

Esta ultima se denomina férmula Woolhouse y relaciona sumas a
intervalos unitarios con sumas a intervalos fraccionados 1/m, lo cual
permite hallar mejores aproximaciones para las rentas vitalicias fraccio-
nadas que las determinadas en 4.6 como se ve a continuacion:

Dz+t . .
despreciando los términos

Apliquemos la ultima ecuacién a
x
desde el tercer orden:

éi (m) De+t _ - Dm+t+m_1Dx+t +oo_m2—1 d Dgqy oo
D, D, 2m Dy |, 12m? | dt D, ||,
t=0 t=0
Como D, =v* Iz
d

— D, =0v" lnvlz+v° 'z
dx
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l/
Pero p, = %
d X
= —D, = =D, 0—0" p, lx
dzr
= _D.Z’ d— Da: Hzx
d
— D —Dy(6
= o D t(0 + pie)
d
¥ Dyt ~Dyyt (0 + paye)
o0 o0
D D m—11
(m) x4+t _ T+t L o o
= = D D
P PV AT A
m2—171
1om2 [Dx( — Doo (oo +0) + Dy (e + 5))
o0 o0
D D m—1 m?2-1
A , (m) x+t _ x+t N 5
si, D D, 2 D, am  1omz e t9)
t=0 t=0
[e’e) D “+00
Pero a, = Z 5+t = Z tFa
t=0 T t=0
“+00
t=0
—+o00
1
t=0
_ +§1 Dx-l—t/m
i—o Dy
_ = (m) D:ert/m
t=0 Dq
. . m—1 m?2—-1
= am = am - o Tom2 (Ha+t +9)

(4.3)
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La cual constituye una aproximacion mas precisa para calcular el

valor de la renta fraccionada d;(,;m) que la lograda en 4.6.4.

De igual manera, para la renta vitalicia post pagable (vencida):

am = 3 Dot

T
t=1
oo

=y o Dot 1 Devojm
t=0

= -

- ko

— =TT e
o = s T k)

Que es la formula de Woolhouse para el calculo de aém)

4.9. Rentas de supervivencia en el campo con-
tinuo

Cuando la frecuencia de los pagos se vuelve muy grande (i.e. m — o0)
se puede considerar que los pagos se realizan de manera continua, y en
ese caso se tienen las denominadas rentas en el campo continuo. Las
principales se analizan a continuacion:

Sea T la variable aleatoria que describe el tiempo de vida futura de
(x), el valor actual de los pagos de la renta hasta el momento del f/q se
representa con ar.

Y un valor actuarial es:

Az = E(aﬁ)

—+o00
= / v ypy dt
0

o también hallando el limite en 4.4:
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i, = lim a{™
m—00
1 1

En cambio el riesgo de esa renta vitalicia se calcularia con la varianza:

_ T
Var az = Var(l 5U >
= — Var (v7)

Var aqy = — Var (QZI—Z2)

T

De manera similar, otros valores actuariales de rentas en el campo
continuo son:

+oo
Ay = / Ut tPx dt
0
n
Arm = / 'Ut tPx dt
0

“+oo
n/ax = / Ut tPx dt
n

n+m
n/maaﬁ = / Ut tPx dt
n

4.10. Valores actuariales de rentas variables

En este caso, los pagos no se consideran fijos sino variables: en pro-
gresién aritmética o en progresién geométrica y se pueden establecer
como funciones de las rentas anteriores.

4.10.1. Valor actuarial de una renta con pagos crecien-
tes que varian en progresion aritmética con razon
unitaria y término inicial 1 u.m., inmediata, anti-
cipada y temporal por n anos

Ya que (F, es el valor actuarial de 1 u.m. pagadera al ano t, si hay
sobrevivencia, es claro que el valor actuarial de esta renta representada
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con (Ia)ym es igual a:

(Id)ym = 14+2(1E;)+3(2E:)+...+n( n_1Ey)
= 1+ 1B+ 2B+ ...+ w1 B,
1Er + 2B+ ...+ 1By
oF, + ...+ 1B,

n—lE:c
= (la)zm = nlz+ 1/n_18z + 2/p—2dz + ...+ p_1/10s

n—1
= E t/n—t0zx
t=0

n—1

Z Nx—i—t - Nx-l—n

t=0

o0
Con el simbolo de conmutacién S, = Z Ny

t=x
1 n—1
= (Ia)wﬁ\ = D (Z Nx-{—t —-n Na:—l—n)
T N =0
Se — Sx—i—n —n Nygn

D,
Y en el caso vencido el valor actuarial de esta renta es:

n—1
(I a)x:ﬁ\ = Z t/n—10z
t=0

n—1

_ Z Nz+t+1 - Nx+n+1
D,

t=0
Serl - S:c+n+1 -n NernJrl
D,

(I a)x:ﬁ\ =
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4.10.2. Valor actuarial de una renta vitalicia variable en
progresién aritmética con razén unitaria anual an-
ticipada e inmediata

Siguiendo el razonamiento anterior se puede obtener fiacilmente que:

o

(Id)e = Y ¢/in

t=0

Sl&

Y en el caso vencido:

Ia)e = Y /ix

=0
_ ZN:H-H-I
t=0 D

Sx—i—l
D,

4.10.3. Valor actuarial de una renta diferida en m anos
temporal por n anos, variable en progresién arit-
mética de razén unitaria, anticipada

Con el mismo procedimiento se obtiene:

.\ Serm - Sx+m+n —n Nx+m+n
T

Y en el caso vencido:

I o Setm+1 — Sztmintl — 7 Netmant1
m/n( a)x = D
x

4.10.4. Valor actuarial de una renta vitalicia variable en
progresion aritmética con razén unitaria anual di-
ferida por m anos

En el caso anticipado:
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. S,
Y en el caso vencido:
Sx—i—m—H
la), = —————

4.10.5. Valor actuarial de una renta vitalicia inmediata
variable en progresion aritmética con razén uni-
taria por n anos vencida con pagos que permane-
cen constantes e iguales a n durante el resto de

supervivencia
n—1
(Iﬁ\ a)ac = E t/Qx
t=0
Sx+1 - SernJrl

D,

Y en el caso diferido por m afos:

Sr+m+1 - Sm+n+m+1
D,
De manera similar se obtienen los siguientes valores actuariales de
rentas con pagos variables:

Sz+m+1 - Sx+m+k+1 —k Nx+m+n+1

m/n(IE a)a: = D,
. Sz — Spqr — k N,
(g )y = S Serk =k Mo
Spi1— S —k N,
(IE a)x:m _ x+1 z—i—kBlz z+n+1
[o¢]
(lay) = Z ne:
t=0
_ iNﬁtH
t=0 Dq
S.

D,
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4.10.6. Valor actuarial de una renta variable decreciente
en progresion aritmética con razén 1 cuyo primer
pago es de n u.m. y cesando en el n-ésimo pago
de 1 u.m.

En el caso vencido el valor actuarial de esta renta, representada con
el simbolo (Da),m es:

(Da)x;m = n1E; + (n — 1) oF, + (TL — 2) sFEe+ ...+ 2 po1Fy +n By
= 1E:1:+2Ex+3Ex+---+n71Ex+nEx
+ lEx+2Ex+3Ex+---+n—1Ex

+ lEz+2Ex
+ lEz

n
(Da'>rim = Zaaj:ﬂ
t=1

o0

_ Z Nyy1 — Npyipr
D,

t=1

1 rx+n—1
= Dz<n Ngy1— Z Nt+2>

t=x
1
(Da)x:ﬁ\ = F (n Nm+1 - (Sz+2 - S:p+n+2))

x

Y en el caso anticipado:

1

(D) gm = D. (nNerl — (Sz+1 — Sx+n+1))

4.10.7. Rentas variables y fraccionadas m veces al ano

En este caso nos referimos a las rentas que son pagaderas cada m-
ésima fraccién del ano y cuyos pagos no son constantes sino variables,
las principales son:
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= Valor actuarial de una renta vitalicia pagadera m veces al afo
cuyos pagos se incrementan luego de cada ano y son iguales a 1/m
en cada fraccién dentro de cada ano:

En el caso vencido:

o
(Ta){™ = > yal™
t=0
(Ia)™ = i w+"=t g
T rar: t/%x om, tLx
m—1
- o0 x+t+1+WDx+t
t=0 Dq
Luego:
m— 1N,

Sz+1
Ta)™) o 2211
(Ta); D, om D,

En el caso continuo (m — oo) se tiene:

(Ia), = lim(Ia)i™

, m—1 1

1
SCE+1+§NI
(Ia), = — 5

= Valor actuarial de una renta vencida vitalicia cuyos pagos se in-
crementan anualmente al tanto 1/m, i.e. que el primer pago es de
1/m? al finalizar la 1/m parte del primer afio, 2/m? al finalizar
la 2/m parte del primer afio, 3/m? al finalizar la 3/m parte del
primer ano, y asi sucesivamente.

(e e}

1 t
(IM™ay)m = Fz 3 Doyt
T =1
Set1 + m? — 1

D, 12m?
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Si los pagos se realizan de manera continua (m — o)

D, 12

4.11. Problemas resueltos

Problema 4.1 Comprobar que se verifica la expresion siguiente:

ag Sy — aqy Sx+1 + aq SerQ A
D, ’

Solucion

v Sy — (1 + U) Se41 + Szq2

aq Sz — a7 Sg41 + 471 Sz42 = D

oo ’ oo o0
UZ Nyyt — (14 0) ZNert + ZNert
=0 t=1 t=2

D,
UNg — Npy1
D,

o0 o0
v E Dyyr — E Dyt
=0 t—1

Dy

o (o0}
t41 t+1
E o L — E SR

t=0 t=0

D,

o
ZUHHI (Lot — Logts1)

Dy

")
E +t+1
V¥ dx—i—t
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Problema 4.2 Consideremos una renta a favor de (x) de 10 u.m. pa-
gadera semanalmente, con una pension de 5 u.m. semanales a favor de
(y), durante 5 anos. Se pide calcular el valor actuarial del montante en
stmbolos de conmutacion.

Solucién

Entonces el monto de capitalizacién actuarial asumiendo que un ano
tiene 52 semanas es:

En (z) como es en un periodo de 1 afio que se fija la renta entonces
(52)(10 u.m) = 520

En (y) como es en un periodo de 5 anos que se fija la renta entonces
(52)(5 u.m) = 260

Nx+1 Nac_Nac—i-n
260) ———
D, (60—

Para una mejor apreciacién podemos asumir que x = 40 y que la
operacion se desarrolla en el campo continuo entonces:

M = (520)

W40 — N45

N
M = (520) =L + (260)
Dyo

Dyo

(m)

Problema 4.3 Clual de las expresiones siguientes es igual a ay

6
a)WGI

b) pl/m dém)

11—t

7(m)

c) E=

Solucion

Problema 4.4 Comprobar si son o no correctas las siguientes expre-
siones. En el caso de que exista algin error, dar la expresion correcta:

n—lEac+1 _ i+1
nEu Pz

a)

Solucién
Esta expresion es correcta
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nflEerl

nflEachl

S(x)

1\ L
1+i> S(x+1)

141

S(x+1)

S(x)

nEx

b) Qp — Qp41 = Sx:n + azv<

Solucién

Gy

Qgtn

Nx+1
D,
Nx—l—n—l—l
D:r—l—n
N:p—l—l - Nx+n+1

Dern
1

Qg:n
nEy

Si se le cambia el signo de ay,
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Nerl N:v+n+1 o Nx+1_Nx+n+1 Nx+1 < D, >+Nm+1

D:v a D:ern Dm+n - Dx D:):Jrl Dz

Nx—l—l Nx—i—n—i—l NJ:—H Nx—i—l

Dx Dx—i—n Dx—i—l Dx

Nx—i—l _ Nx—i—n—i—l _ Nx—i—l _ Nx—f—n—f—l
Dx Dw—l—n Dx Dac—i—n
0(Ey)  0(E:)
) oy "o MO
Solucion
By = vt tPx
Sz +1)
- S(z)
S’ (x
S
S(z)

O( +Ey) Ut<S’(x+t)S(:1:) - S(x+t)S/(ac)>
(S(@))*
Sz +t) UtS(x +1t)S'(x)
S(z) S(x) S(2)
Sae+t)  , S+t)
- s< ) TS ()

(5t

_ ( tln( )S( +t) +0'S (z + )>
S(x)
_ vn(v)S(x + ) 'S (z +t)
a S(x) S(z)
B UtS’(:U—I—t) ot S+t) v'nw)Sx+t) 'S (x4t
- S(z) He ™5 () S(z) S(z)
_ Sx+t) v'In(v)S(x +t)
— UTS() S(z)
il 5?) N LICR ) (;(;t) (112 — In(v))
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= o tPx (Nx - ln(e_a))

vt tPx (Mx + 5)
= o tpx(ﬂx + 5)

Falso hay que multiplicar por +F,
d) awﬁ\ — Qe = 1—- nEac

Solucion

zm = 1-— Az:n—1]
App—1] — Gy — 1
dac:ﬁ\ - (axﬁ\ - 1) = 1- nEx
1 = 1—- ,E,
Falso hay que eliminar ,, F,
g
e) U P = =
Ax41
Solucién
. Ny
Ay = F
x
. Nyy1
Qr+1 = Dmil
x
nE:B = U DPzx
_ Dx—i—l
D,
_ N Du
D:): Nerl
Cambiar d, por a,
Ay
v = —
Pa d33+1
Derl Nz+1 D:p+1

D:): Dac Nachl
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6 111
g Qgpp—T1] g Q=T

Solucion

1 1 - axﬁ\ —1- azﬁ\
dﬂ?lm Arin—1 aﬂ?ﬁ\ Arin—1
1
dﬂm Arin—1
1 1 1
diEIﬁ\ Arin—1 aétﬁ\ Qrn—1

Falso se cumple la igualdad pero con signo negativo

Se410:10] 30/ 0z
g) 10/0z:1001 = —

10/ Qz+2
Solucion
& o Nx - Nx-l—n
Sem = ———
Dac—l—n
a _ Nz+n+1
10/%x —
/ D,
Nzt10 — Nat20 Not31
_ Dz+20 Dx
10/8z:101 = Nyt13
D:(:+2
~ Nat10 — Nay20 Npy31 Dy
Dy 20 Dy Ngyi3

Cambiar Sx por S,

Nx-l—l - Nz+n+1

Sem =
Da:—i—n
. Se410:101 30/ 0
10/ @101 =

10/ Q42
Nyy11 — Npyo1 Npy3r Do

Dy 20 D, Ngii13
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Problema 4.5 Para (40) calcular el valor actuarial de una renta anual
de $10000 pagadera a partir de los 50 anos del individuo, mientras viva
y con una tasa del 10 % anual.

a) Con la mortalidad dada por la tabla del apéndice

Solucién

b) Con mortalidad dada

anos

Solucion

- 10000 10/ d40

Nso
= 10000 —
Dyo
7499, 65445
2097, 38315

= 35757,2

= 10000

por la ley de Moivre con edad limite de 100

10000 10, éiao

59
10000 Y ¢Ea
t=10
59
10000 ) v’ ypag
t=10
2 100-40—1¢
10000 ) T
t=10
59
10000 (60— 1) o'
60 t=10
28333, 4

Lo cual indica que el valor actuarial de la prima es fuertemente in-
fluenciado por las caracteristicas de la mortalidad de la poblacién.
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4.12. Problemas propuestos

1. Si y es la variable asociada al valor financiero actual de una renta
vitalicia unitaria, anticipada a favor de (x).
SE PIDE:

= Calcular la varianza de y, disponiendo de los siguientes valo-

res: Gy = 10, %d, = 6,1 = 1/24

2. Indicar cudles expresiones son correctas y cudles incorrectas, jus-
tificar la respuesta

a) tPx = 1- Mt

b) nflEerl _ 1+ 1
nEy Pz

Ay

C) pr:d—&—l
T

3. Para 0 <t <1y la suposicién de una distribucién uniforme de los
fallecimientos en la edad de muerte.
SE PIDE:
(1+it) a; —t (1414)
I dz
1+t t qx

Demostra e A = — -
B T B

= Demostrar que Gzt =

4. Con relaciéon a una empresa que el 1 de enero de 1999 lleva fun-
cionando 40 anos, se dispone de la siguiente informacion:

» El valor actuarial de 100 u.m. pagaderas el 1 de enero del ano
2009, si la empresa sigue funcionando es de 72 u.m.

= La prima tnica de una renta de 100 u.m. pagaderas anual-
mente si sigue funcionando la empresa durante 10 anos, prepa-
gables (i.e. el primer pago se realiza el 1 de enero de 1999) es
de 841 u.m.

» La prima tnica de una anualidad de 100 u.m. pagadera tri-
mestralmente a la empresa durante 10 anos desde el 1 de
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enero de 1999 es igual a 7 u.m.

SE PIDE:

= Hallar el valor aproximado de

5. Determinar una férmula con simbolos de conmutacién que exprese
el valor actuarial de una renta vitalicia prepagable anual, cuyo
pago inicial es de 1 u.m., su segundo pago es de ¢ u.m., su tercer
pago ¢ u.m., y asi sucesivamente (renta vitalicia con crecimiento
geométrico, de razén q), notada con ld,

6. Determinar en términos de los simbolos de conmutacion el valor
actuarial de una renta de supervivencia anual inmediata, vencida
que proporciona 1 u.m. de forma creciente durante los primeros n
anos, luego permanece constante igual a n u.m. durante k anos y
por ultimo decrece con razén unitaria.

7. Con ¢ = 30% una persona de 35 anos contrata una renta anual
vencida, cuyo primer pago serd (si sobrevive) de $500, y cada ano
se incrementa la renta en $100 hasta que la renta es de $1000 monto
en el que permanece constante durante 5 anos mas (si sobrevive)
luego de lo cual la renta pierde vigencia.

SE PIDE:

» Calcular el monto de la prima tnica pura para esta renta

a) Con la tabla de mortalidad del apéndice.

b) Con la ley de mortalidad de Moivre con edad limite de 90
anos.

8. Sabiendo que el tanto de interés anual efectivo es del 5%, y que
la funcién de supervivencia del sector a que pertenece la empresa
considerada viene dada por la relacion:

1
= — (101 — <z <101
S(x) 01 (101 — ), 0<z<10

SE PIDE:

= Obtener el valor actuarial agg
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9. Dada la siguiente expresion:

a
t —
/ U tPx Mz+t App—¢ dt
0
SE PIDE:

» Expresarla en funcién de @, y Gz.m
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Capitulo 5

Primas netas

5.1. Introduccion

Para establecer el pago que tiene que hacer el asegurado con el fin
de tener acceso a los beneficios que estipula el contrato de un seguro,
se debe usar el principio de equilibrio financiero-actuarial, que establece
que el valor esperado de la pérdida del asegurador es cero:

E(y)=0

donde 7 es la pérdida del asegurador.

Si para tener acceso a esta cobertura, el asegurado realiza un solo
pago, representado con 7 se tendria: m = E(§) donde & es el valor actual
(financiero) de las prestaciones estipuladas en el contrato de seguro.

Y se dice que 7 es la prima unica, que es en definitiva el pago que debe
efectuar el asegurado para tener acceso a las prestaciones del seguro.
Cuando este pago no se lo efectiia de una sola vez sino a través de pagos
periddicos anuales, a dichos pagos se les denomina primas netas, que se
representan con P.

Si ademas la frecuencia de los pagos es inferior a un ano (trimestral,
mensual, etc.) se dice que las primas son primas netas fraccionadas, y
se representan con P Plml o P{m}, siendo m el nimero de periodos
en el que se ha fraccionado el afio.

En general se considera que los pagos que efectia el asegurado son
anticipados, con el primer pago el momento del contrato y los otros
pagos periddicos mientras haya sobrevivencia o hasta que se cumplan las
estipulaciones del contrato. En cambio las prestaciones de la aseguradora
se realizan al final del periodo del suceso que originé el contrato, es decir
son vencidas.

También se habla de primas recargadas o brutas cuando toman en
cuenta (incluyen) todos los gastos fijos y variables inherentes a la emisién

185
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y mantenimiento de las polizas.

5.2. Valor actuarial de las primas netas anuales
para operaciones de rentas y seguros

5.2.1. Primas netas para operaciones de seguros

Por el principio de equivalencia actuarial si el seguro es de vida com-
pleta (de 1 u.m.) con pago al final del afio f/q, la prima neta anual
anticipada P,, cuyo primer pago se realiza el momento del contrato y
los pagos siguientes mientras sobrevive se calcula a partir de: igualar el
valor actuarial de lo pagos periédicos a pagarse al asegurado con el valor
actuarial de la prestacién.

. x
Pzly = Ay = Pz = —
Ay

Luego,
Ay

Pz = —
Gy

Légicamente si la prestacion del seguro es de ¢ u.m.

o
BN
&

G

De igual manera se pueden obtener las primas para otros tipos de
seguros, el simbolo que representa a la prima neta es construido a partir
del simbolo que representa a la indemnizacién:

= Prima neta anual anticipada para un seguro temporal a n anos:

1 . _ 1
P Gz = Apm
1
1 _ A:r:ﬁ\
= px:ﬁ\ - .
Az
My — My
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» Prima neta anual anticipada para un seguro diferido a n anos:

1
p:r::ﬁ\

Ay

1N

x:ml
E,

|
3

S
E

T

daz:ﬁ\
Dx+n
Nx - Nern

= Prima neta anual anticipada para un seguro mixto:

5.2.2.

=

Pzm Qx:m

Pxm

Az:ﬁ\

Am:m

dw:m

Mx - M:c+n + D:(:+n
Nx - Nx—i—n

Primas netas pagaderas en a lo mas en ¢t < n anos

Si los pagos periddicos que hace el asegurado se realizan en a lo sumo
t anos, siendo t < n, se tiene las siguientes primas.

tPx dr:ﬂ

= tPx

1 .
tPypm @

z:tl

1
= tPzm

_ 1
- Az:ﬁ\

Azl
g7
M:p - Mern
Nz - Nert
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tPx:m dm:ﬂ = Am:m
A:c:ﬁ\
= tPx:m -
Q-3
_ Mz B M:EJrn + D$+n
Nx - Nert

5.2.3. Primas netas de rentas vitalicias

Igual que en el caso de primas netas para seguros se pueden obtener
facilmente los valores de las primas netas para rentas, como se ve a

continuacién, cuando estas son pagaderas en a lo méas sumo ¢ anos, siendo
t<n:

tP(n/dz) Apj) = n/afL"
= tP(n/is) a
_ Nx-‘rn N — Nac—i—t
D, D,
.
tP(a;) e = Og
Ay
= tP(az) -~
Qg7

5.2.4. Primas netas anuales para seguros pagaderos al
momento del f/q

En el campo continuo los valores de las primas netas anuales pa-

ra seguros pagaderos al momento del f/q serdn calculados de manera
similar:

= De vida completa:
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= Con vigencia a n anos:
. AL
_ 71 m
p(Aw:ﬁ\) = —
Ax:m
= Mixto: B
7 A nl
p(Aw:ﬂ\) — _a: -
Ay

Y si las primas netas son pagaderas en a lo sumo ¢ < n anos

u tﬁ(lzlac) = A

Para rentas vitalicias diferidas continuas:

. Al gy
Py ly) = —EH—0
Qo
Si la distribucién de f/q es uniforme se puede utilizar la aproximacién

i/d, obteniéndose:

_ A, YA, i A
] A:): = —m ~ o iud = —= i = < Px
)= =% —=5% 57
- 7 1
. p(Aa::ﬁ\) — g Py
— 1
u p(Ax:ﬁ\) =~ <5 p:}::ﬁ\) +p:p:ﬁ}

5.3. Primas fraccionadas
Cuando el asegurado, para tener acceso a la prestacién del seguro,
hace pagos con una frecuencia de m veces al ano (por ejemplo si m = 12
la prima serd mensual, si m = 4 trimestral, etc.), la prima se denomina

prima fraccionada. Estas primas pueden ser de dos tipos:
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Primas fraccionadas con caracter liberatorio: en las cuales el ase-
gurador no hace ningtin descuento de la indemnizacién pactada
por las primas fraccionadas no pagadas el resto del ano de f/q. Se
representan con p(m).

Primas fraccionadas sin caracter liberatorio: en las cuales el ase-
gurador descuenta de la indemnizacion pactada el monto de las
primas fraccionadas no pagadas durante el resto del afio de f/q. Se
representan con pl™

5.3.1. Primas fraccionadas con caracter liberatorio

= Para un seguro de vida completa

pim a; )= A,
A
(m) T
= Dy =
agm)

En general se utiliza la aproximacién que considera la distribucién
uniforme de los fallecimientos durante el afio que acaece el suceso.

.. .. m—1
CL_,(Em) ~ Ay — W
A
=p" = ——
s = 2m

= Para un seguro con vigencia a n afos

1 ..
Pl @) = Alg
mr _ Avm
az:ﬁ\
~ M:p_Mern
- m—1

Ny — N:Jc+n - m (DCE - DI+71)

= Para un seguro mixto

(m) Apm
rnl T W
ax:ﬁ\
~ Mx - Mern + D:):Jrn
- m—1
N:c_N:c+n_ (DI—DI‘H%)

2m
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Si los pagos se efecttian en a lo sumo ¢ < n anos

» Para un seguro con vigencia a n anos

tp(m)l = %
x:tl
~ Mz - Mx—l—n
- m—1

N:p - N:Eth - W (Dx - Dert)

= Para un seguro mixto

(m) Agm
tPem = ~m)
G
~ Mx - M:L“Jrn + D:):+n

m—1
NJ: - NJ:—H - W (Da: - Dx—i—t)

» Prima Fraccionada para rentas vitalicias con diferimiento con pa-
gos a lo sumo en ¢t < n anos

D™ ()il =i
. n/ 0z
= ™ (is) = ..<m>
a3
~ Nern
- m—1
Na: - Na:—i—t - W (Dx - Dz-‘,—t)

5.3.2. Primas fraccionadas sin caracter liberatorio

En este caso el asegurador deduce del valor de la indemnizacién pac-

tada lo correspondiente a las primas no pagadas durante el resto del ano
del fallecimiento.

Asi, podemos modelizar a manera de ejemplo los siguientes casos:

» Para un seguro de vida completa (si se supone distribucién unifor-
me de los fallecimientos)

g = (1= ) 4,
2m

Ay

m]  ~
= Dz — _
2m
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= Para un seguro mixto

m—1 [m)]

Pu = TG0y | AL
ar =+ 5,7 Apm

5.4. Primas fraccionadas prorrateables (prome-
dias)

Este tipo de prima fraccionada la utiliza el asegurador cuando recoge
en un contrato el hecho que cuando acaece el fallecimiento se hace un
reembolso de la prima promedio que cubre el periodo, desde el momento
que ocurre el suceso hasta el momento en que se pagan las primas. Por
ejemplo si el fallecimiento ocurre un mes después que se haya pagado
una prima semestral, se reembolsan 5/6 de esta prima ademds de la
prestacién convenida. Este tipo de prima se representa con P},

A continuacién, a manera de ejemplo, se plantean las primas prorra-
teables para un seguro de vida completa y para un seguro mixto.

= Seguro de vida completa:

{m}
tmbg(m) ~ (14 1pe Ay
r r m

{m}
m} (Hl%) plmt
2 m

Y, si la prima prorrateable fuera pagadera anualmente, se tendria:

e
pit o~ 1) el
1

1 pi} 1 1
Pi«}—Tpi} = pi}

1
R
pi

1—
2
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pg} ~ Pz
{1}
1-
2
= Seguro Mixto:
)= (1425 ) 4t

5.5. Primas Recargadas

Estas primas representan el precio de servicio pagado por el asegu-
rado, que tiene que hacer frente a los distintos costos:

1. Los derivados de las indemnizaciones establecidos en el contrato;
¥

2. Los costos de gestion interna y externa derivados de la realizacién
y mantenimiento del contrato.

Para llegar a establecer el monto de las primas siempre hacemos
referencia al principio de equilibrio financiero-actuarial que establece
que el valor actuarial de las prestaciones debe ser igual al valor actuarial
de las primas pagadas:

VA (prestaciones) = VA (primas pagadas)

Al hablar de primas recargadas nos referimos a las primas compues-
tas por la prima pura més recargos inherentes a la emision y mante-
nimiento de las polizas, entre las principales tenemos a las primas de
inventario y primas comerciales.

5.5.1. Primas de inventario

Estas primas se calculan como la prima pura més los gastos de gestion
interna o gastos de administracién generados en la empresa aseguradora,
y se representan con p'.

Estos gastos de gestién interna se producen hasta que fallezca el
asegurado, o termine el periodo de vigencia de la pdliza y se puede
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representar por mediop de una renta anticipada de § u.m. equivalente a
cierto porcentaje del capital asegurado.

Por ejemplo, la prima de inventario para un seguro de vida completa
cuya prima p/, es pagadera mientras el asegurado sobreviva, se calcula
de la siguiente manera utilizando el principio de equilibrio financiero
actuarial:

Luego,
, Ay +6 ay
Pe = —
x
A
= 540
Ay
:>p/x = pz+0

Si en cambio las primas son pagaderas mientras el asegurado sobre-
viva pero a lo mas durante ¢ anos:

p;;ﬂ dgq) = Az +6 dy

Luego,

p;:ﬂ = = +9

Es decir la prima de inventario es igual a la prima pura méas un

f Ay S
término d——, el cual es mayor que los gastos de gestion interna 9.
Qg7

5.5.2. Primas comerciales

Estas primas estan compuestas por la prima pura, més todos los re-
cargos inherentes a los gastos de gestién interna y los gastos de gestién
externa. Entre los gastos de gestién externa se incluyen gastos de man-
tenimiento, gastos de gestién de cartera, de cobro de recibos, recargos
de seguridad y beneficio, etc. Se representan con P”.
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Al contrario de los gastos de gestién interna, los de gestion externa
hay que contabilizarlos mientras haya pago de primas y se calculan como
un porcentaje § de todas las primas comerciales.

Ademsds, se deben incluir, los gastos de produccion de la pdliza, las
cuales son proporcionales al valor de la prima comercial y se calculan
como un porcentaje de la misma.

Por ejemplo, la prima comercial para un seguro de vida completo
cuya prima comercial P es pagadera mientras el asegurado viva, de
acuerdo al principio de equilibrio financiero actuarial es:

Pl e = Ap + 6 g+ pll + B Pl s
Donde P} es la prima comercial, pagadera anticipadamente de mane-
ra anual mientras viva, A, es el valor actuarial de la indemnizacién
pactada (en este caso un seguro de vida completa), 0 a, representa a los
gastos de gestion interna, o P) los gastos de produccién, y p Py a, los
gastos de gestién externa.
Luego,

// Ax+6ax

x

Si las primas son pagaderas mientras viva el asegurado pero a lo
sumo durante t anos:

pg:ﬂ dﬁ?lﬂ - A$ +9 aﬂ? ta pg:ﬂ + ﬁ pg:ﬂ dl"lﬂ
Donde,

Q Paa
dw:ﬂ
es el recargo de produccién, denominado también cuota de amorti-
zacién de las comisiones descontadas.
Luego,

, o Autii
Pt (1 _ﬁ) d:p:ﬂ_a

5.6. Problemas resueltos

Problema 5.1 Dadas las funciones siguientes dar una expresion aproxi-
mada de ellas e interpretarlas en términos economicos: pm) o plm)

tP(m)7 tp (Aarﬁ})
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a) P (Apm)

Solucién
P (Aym) = A(i'"?
Ay
b) PU™ (A,)
Solucién
pm (4,) = ffﬂ
Ay
c) (P (A1)
Solucién
P (A = iij
d) P (A7)
Solucién
P () = o

Problema 5.2 Simplificar la expresion siguiente:

E = mP;L’:m—H’L B szE
‘P:(::W\1

Solucién
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E = me:m-{—n_ me

1
Px:m\
Aa:—l—m:ﬁ\ - Aac+m

Al Aol

A 1

x:ml

dx:ﬁ\
Am—l—m:m - Am
Ay
Mx - Maz+m+n + Dz—l—m—i—n - Mz
Dy
Da:er
D,

—lz4+m4n + Dac+m+n

Dx-‘,—m
(MJH—m - Ma:+m+n + Dac+m+n) - Mz-i—m
D:c+m

E = Aa:+m:ﬁ\_A;t+m

Problema 5.3 Determinar en simbolos de conmutacion la prima anual
neta pagadera cuatrimestralmente durante 20 anos que proporciona una
renta diferida de 15 u.m. mensuales, correspondientes a una empresa
que lleva funcionando 30 anos y cuyo primer pago se realiza al final de
los 50 arios.

Solucion

Py = (15)(12) s/aly

Nsq 11\ Dsg
(15)(12) <D30 + <24> Dgo)
(N31 - NSl) L 2 <D30 - D50)
D3 3 D3y

11
Ns1 + (24> Ds

2
N31 — N51 + 3 (D3o — Dsp)

p = (180)
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Problema 5.4 Demostrar la siguiente relacion:

Solucion

(IA)x = / t ot tPx Mot dt
0

L S+t S'(x+1t)
[ %5 (- Sevn) @
(IA), = S(lx)/ t o S'(z+1t) dt

0

Ahora integramos por partes:

TS t ot dv = S'(z+t)dt
du = v'—tot Inv v = Sx+t)
- ¢ S(x—i—t)

(I4), = tv

00_ v Stt) v —t v Inwv
. /0 S() ( tv* Inv) dt

(z)
@+t tﬁ—/ Sw%” thwdg

(/)

_ ( :U+t ot di — Inov /O S(;(;‘)t) ‘ot dt)
(==
(

/Owwltut dt>
—ax+d )

(IA), = a,—d (Ia),

Problema 5.5 Simplificar la expresion siguiente:

DP30.151 — 151’30)&30:@

(
E=1-
v15(1— 15g30)




Primas netas

199

Solucion

| _ P3015) G3015 — 15P30 30115
U15 15P30
| _ P30:15 G30.75 L 15P30 d30.15]
U15 15P30 U15 15P30

A30:15] .. A3z

30151  A30:15

1— d30.75] + a30:15

vld 15P30 v1d 15P30

Ag0.151 Aso
L— 15 + 15
v 15030 v 15P30
1 _ Asots | Aso

+
1530 1530

<M3o - M45) EEN
1 D3 D3

Dys
D3
1 Mso — Mys — Mso
Dys
Dys
1+ Ays

Problema 5.6 Una persona de 45 anos concierta de seguros mediante
el pago de las primas anuales en tanto sobreviva las prestaciones con-
certadas consisten en la devolucion de todas las primas netas pagadas
hasta el final del anio del fallecimiento mds una cantidad adicional de
1000 u.m. Se pide calcular correspondiente prima anual sabiendo que
Mys = 1700, Ng5 = 45000, R45 = 27000

Solucion

La solucién de equilibrio actuarial correspondiente seria:

De donde,

P 45 = P(1A)45 + 1000 Ays
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1000 Ays
das — (1 A)ss
1000 Mys
Nys — Rys
(1000)(1700)

45000 — 27000
P = 944

Problema 5.7 Obtener en simbolos de conmutacion la prima dnica que
se debe pagar por la cobertura de un sequro temporal de 10 anios con un
capital asequrado de 500 u.m. correspondiente a una empresa que lleva
funcionando 30 anos. La prima pagada serd devuelta sin intereses con
el capital asequrado al final del ano de la quiebra de la empresa, cuando
quiera que esta ocurra. Los gastos que han de tenerse en cuenta serdn,
por una parte, el 3% de la suma asequrada y, ademds, unos gastos de
administracion a lo largo de la operacion de 1 u.m. por cada ano.

Solucion

P = 500 Agy i+ P 500 Agyls + 0,03 (500) + digo.10
500 Ay L+ 0,03 (500) + dso.1
1
1-500 A, 1o

Msg — M
500 (3040) +0,03 (500) + (
P = 30
Mso — M
1 — 500 <3040>

N3 — N40>
D3

D3

Problema 5.8 Una persona contrata un sequro de vida entera con una
prestacidn por fallecimiento inicial de $1000. El tanto de interés es del
4% vy las primas netas del contratante y de la prestacion por el f/q estin
programados para que se incrementen cada ano al tanto de interés del
4%. La prestacion por el fallecimiento es pagadero al final del ano del
mismo. Se pide calcular la prima neta pagadera al comienzo del primer
ano de operacion.

Solucién
Sea P la prima neta del primer afio
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» Valor actuarial de las primas:

E(P) = P+ (1 +)Pvp,+ (1+i)*Pv?op, +
(144)3P 03 3pp + ...
= P+Pp,+Popy+ P 3p,

= Valor actuarial de las prestaciones:

1000 (1+4) o' 5 /e
0

; sino

1000 v 5 4/qe

0 ;  sino
oo
E(€) = ) 1000 v 1gs
t=0
o0
= 10000 Y ige
t=0
= 1000 v

E(P) = E(T)

P (1+ 1ps+ 2pz+ 3pz+...) = 1000 v

1000 v
P =
1+(1pz+ 2px+ 3paz+---)
_ 1000 v
 l+4e,
1 [ee]
Donde v = 104" ex:; Py

Problema 5.9 Se contrata una operacion de sequro por 25 anos, unita-
ria a favor de una persona de 35 anos. La operacion también proporciona
el reembolso de todas las primas netas pagadas capitalizadas al tanto de
interés i si el f/q ocurre dentro de los 8 anos siguientes a la fecha del
contrato. Se pide hallar la prima neta anual pagadera anticipadamente.
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Solucién
= Valor actuarial de las primas:
P 3595
= Valor actuarial prestacion:
A da+ P (L40) v oo+ (P (14D + P (143)) 02 /g0 + ...+
(P A+)3+P 1+ +P 1+ +P (1+i)°+P (1+i)+P (1+
PP A+ 4P (1+D) 0 g

= Py = A35;%ﬂ5+P(0/Q35+(1+U) 1/935 —
(I+v4+0%) g3+ ...+ (L+v+0>+

v+ +U7) 7/q35>

= P = 35:25]
T e 7
g5 — 0/q35 + (1+v) 135 — .. —(1+v+...+07) + 7/g35

Problema 5.10 Una persona de 30 anos contrata un sequro mediante el
pago de primas anuales mientras viva. La prestacion del seqguro consiste
en la devolucion de las primas netas pagadas (sin intereses) hasta el final
del ano de f/q mas una cantidad adicional de $100000. Se pide calcular
la prima neta anual para i = 5 %.

Solucion
Si la devolucion es sin intereses.

= Valor actuarial de las primas netas:
aso

= Valor actuarial prestaciones:

P (IA)30 + 100000 Asp

P d30 = P (IA)30+100000 Ago
P (IA)30+ 100000 Az

= P = -
dzo — (1 A)30
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Problema 5.11 Resolver el problema 5.10 con la diferencia que ahora

las primas son devueltas con intereses.

(P (1+z’)t+1+P(1+i)t+~~+P(1+i)) vt e

gz
0 ;  sino
BE) = Y (PO+)T+P U+ +. P (1+0) o5 g,
t=0
- PZ(1+U+U2+U3+...+Ut>t/qx
t=0
01— ott
= P Z t/Qx
P 00 00 b1
- 1_U(zt/qz—zv )
t=0 t=0
P
— 1— A,
T )
. P
P i3y = 100000 A30+1—(1—A30)
100000 As
=P = ——— 2
j 1 — Az
aso —
a—7

Problema 5.12 Una empresa que lleva funcionando 30 anos concierta
una operacion de sequros con una prestacion de $5,000,000 para el caso

de sequir funcionando por 20 anos mdas; se pide:
a) Calcular la prima tnica.

Solucion

7 = 5000000 Ay
Dso
D3

b) Prima anual pagadera hasta la quiebra y a lo més durante 10 anos.
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Solucion

1 . _ 1
P3p.201 @30:100 — A30:ﬁ
A 1
» L‘ _ 30:201
30:200

Q30:101
B Dso

N3o — Ny

c) Prima anual recargada, pagadera como méaximo durante 10 afios,
suponiendo que el recargo es del 5% de la prima neta, del 4% de
la prima recargada y del 1% del capital.

Solucion

P’ = 5000000 Ag35 -+ 5000000(0,05) A3 + P'(0,04)
-+ 5000000(0,01)

= 5000000 A 35(1+ 0,05) + P'(0,04) + 5000000(0,01)

= 5000000 A, 55(1 4 0,05) +5000000(0,01)
5000000 A, L (1 + 0,05) 4+ 5000000(0,01)

(1—0,04)
5000000 2 (1 4 0,05) + 5000000(0,01)
0,06

P =

Problema 5.13 Una ley dispone que un trabajador jubilado recibird de
por vida, una pension anual del 80 % de un ultimo sueldo (anual) y que
en el momento de su muerte: un heredero recibird un auzilio igual a un
valor de la pension y ademds continuarian recibiendo por 8 anos mds
garantizados. Hallar el valor que deberd pagar el patrono para que el
trabajador que acaba de jubilarse con un sueldo anual de $8000 tenga
acceso a esta prestacion st v =65, i = 10%

= La pension se paga por anticipado
» La prestacion por defuncion se paga al final anio f/q

Solucién
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Renta vitalicia = 80 % sueldo
Seguro = 1 valor pensién
Sueldo = $8000
Seguro = 6400 Ags
Renta = 6400 ags

Vigencia 8 anos:

6400 (1 +v+v? +...+v") Az

Valor T' = 6400 Ags + 6400 dgs + 6400 (1 +v + ... +v7) Ags

5.7. Problemas propuestos

1. Una persona de edad = decide contratar un seguro que le ofrece la
siguiente cobertura: pago de $3,000 a la edad x + 5; pago de capi-
tal asegurado al alcanzar con vida la edad = + 20; pago del capital
asegurado a los derechohabientes al momento de fallecimiento si
el mismo tiene lugar a partir de la edad = + 20 y si sobrevive a
los 65 anos de edad, el asegurado cobrara rentas anuales, mientras
permanezca con vida, que creceran en un importe fijo de $55, sien-
do la primera equivalente al 5 % del capital asegurado por muerte.
NOTA: bases técnicas usuales y capital asegurado igual a $55000

SE PIDE:

= Célculo de la prima pura tinica y trimestral considerando que
éstas ultimas se pagan al comienzo de cada trimestre durante
un plazo de 10 anos.

2. Una persona de edad = decide contratar un seguro que le ofrece la
siguiente cobertura: pago de $400 mensuales mientras viva a partir
de la edad = + 5; pago de capital asegurado al alcanzar con vida
la edad = + 20; pago del capital asegurado a los derechohabientes
al momento de fallecimiento si el mismo tiene lugar a partir de
la edad x + 20 y si sobrevive a los 65 anos de edad, el asegurado
cobrara rentas mensuales de $300, mientras permanezca con vi-
da, con un periodo de garantia de 3 anos. NOTA: bases técnicas
usuales y capital asegurado igual a $80000
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SE PIDE:

» Célculo de la prima pura unica y semestral considerando que
éstas ultimas se pagan al comienzo de cada semestre durante
un plazo de 10 afos.

() contrata un seguro que le ofrece la siguiente cobertura:

a) Si el asegurado sobrevive a la edad = + 20, cobraran a partir de
los 60 dias una renta mensual de $1500 creciente en progresion
aritmética 3% acumulativo, durante 15 anos.

b) Si el asegurado fallece a partir de la edad mencionada, los de-
rechohabientes cobraran al fin del mes en que se produzca
el deceso, un soporte equivalente al de la renta mencionada
en el punto a) incrementada en un 40 % manteniéndose cons-
tante en el ultimo valor alcanzado hasta la finalizacién de la
vigencia de esta cobertura que se establece en 25 anos.

Las primas se pagan al comienzo de cada afio, mientras viva duran-
te un plazo de 20 anos, siendo la tltima equivalente a la vigésima
parte de la primera.

SE PIDE:

= Prima pura dnica de cada una de las coberturas

= Primas puras anuales

. Una persona (x) solicita un préstamo reembolsable en 28 cuotas

constantes, anuales y consecutivas (que incluyen intereses sobre
saldos) de $600,12. Si el asegurado fallece entre las edades x y
x — 20, el asegurador abonara al momento de fallecimiento el saldo
adeudado por el préstamo. Las primas se abonan al comienzo de
cada trimestre, mientras viva, durante un plazo de 20 anos.

SE PIDE:

= Prima pura tnica

» Primas puras trimestral, explicitando cada uno de los recar-
gos.

(z) abona bimestralmente una prima de $415, durante 15 anos,
mientras viva, con la condicién que si fallece durante el transcurso
de cualquiera de los anos se haran cargo de las fracciones adecuadas
a fin de completar el afio. La cobertura ofrecida es la siguiente: si
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10.

(z) fallece dentro del plazo considerado para el pago de primas, se
abonara el capital asegurado a los derechohabientes al fin del afio
de fallecimiento, el cual va creciendo en un 15 % sobre el capital
asegurado inicial todos los anos.

SE PIDE:
= Capital asegurado correspondiente al séptimo afio.

(z) Contrata un seguro por el cual si el asegurado alcanza con vida
la edad x + 20 se le abona el capital asegurado y si fallece antes de
alcanzar la misma, los derechoshabientes cobraran a la finalizacion
del plazo de la cobertura el 200 % de dicho capital. Las primas se
abonan al comienzo de cada ano decreciendo en un 5 % del valor de
la primera prima todos los anos. Si el total abonado en concepto
de primas es de $1,260,00. Cuél es el capital asegurado?

(z) Contrata el 15 de octubre de 1994 un seguro temporario de
muerte, por 25 afios de $15000 de capital asegurado, abonando
primas en forma mensual mientras viva, sin efecto liberatorio; du-
rante idéntico plazo. Si el asegurado falleciera el 21 de julio del
2014. Cual seria la liquidacién a practicar?

Considere un seguro de vida completo para un individuo de = anos,
el capital asegurado es de C unidades monetarias pagaderas al final
del ano del fallecimiento; la prima neta anual anticipada es 7; si
1= 10% y la mortalidad sigue una ley de Moivre con edad limite
w = 100.

SE PIDE:

» Hallar la esperanza de vida completa de (z)

= Hallar el valor de 7 en funcién de C'y de z.

Un seguro consiste en el pago de C' unidades monetarias luego de n
anos si el individuo a sobrevivido hasta esa edad, con la provisién
de que si el individuo fallece antes de los n afios las primas pagadas
seran reembolsadas sin interés. Cudl es el valor de las primas netas
anuales P?

Expresar en simbolos de conmutacién la prima neta anual para
una doble protecciéon de una persona de x anos, la misma que pro-
porcionara una indemnizacion de 3 u.m. si el fallecimiento ocurre
antes de que la persona cumpla 65 anos y una indemnizacion de
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11.

12.

13.

14.

1 u.m. si el fallecimiento ocurre luego de cumplidos los 65 anos.
Se supone que las indemnizaciones se pagan al final del ano del
fallecimiento.

Una persona (x) desea contratar mediante el pago de primas netas
anuales una operacion de seguros cuya cobertura es de: a) el pago
de C unidades monetarias trimestralmente a partir de la edad
z+10; b) la devolucién de las primas netas pagadas por el individuo
sin intereses, al final del anio de fallecimiento si este ocurre antes
de la edad = + 5; ¢) la devolucién de las primas netas pagadas
por el individuo mas los intereses generados, al final del ano de
fallecimiento si este ocurre entre la edad x + 5 y  + 10.

SE PIDE:

= Hallar el monto de la prima neta en funcién de los simbolos
de conmutacion.

Obtener férmulas en simbolos de conmutacién para la evaluacién
de una renta de supervivencia anticipada, inmediata, anual, varia-
ble, para (x), con un pago inicial de 1 u.m. y el resto de pagos
anuales que se incrementan en: a) 3% del pago inicial; b) 3% del
pago anual previo.

Una empresa que lleva funcionando 25 afios concierta una ope-
racion de seguros con las siguientes prestaciones:

= Por su quiebra, pagadera al final del ano correspondiente,
20,000 u.m. si esta acaece dentro de los 40 anos posteriores a
la firma del contrato y 10,000 u.m. si ocurre después.

= La prima unica se reembolsa a los 65 afios si la empresa sigue
funcionando.

Si se conoce que la empresa estd en un sector de empresas cuya
quiebra sigue una ley con funcién de sobrevivencia:

x

S(m):l—@; 0<z<60 v*%=03

SE PIDE:

» Calcular la prima neta anual que tendria que pagar la empre-
sa.

Una persona de 25 anos concierta una operacién de seguros mixto,
temporal por 40 anos que proporciona las siguientes prestaciones:
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15.

16.

= En el caso de que el fallecimiento acaezca antes de cumplir
65 anos, se paga el capital asegurado al final del ano del falle-
cimiento. El capital asegurado es de $4000 el primer afio, y
va creciendo en 4000 u.m. en cada uno de los anos siguientes
hasta llegar a $40000, cifra en la cual permanece constante
en el futuro.

= En el caso de que la persona sobreviva a los 65 afnos, la presta-
cién es de $40000. Las primas son pagaderas a lo mas durante
la vigencia de la operacién. Después de transcurridos 20 anos,
el valor de las primas se duplica.

SE PIDE:
= Calcular la prima anual inicial (prepagable), con i = 10 %

Las relaciones de recurrencia sirven para eliminar los errores de re-
dondeo que suelen ser muy grandes, pero también para reencontrar
(conocida la tasa de interés y los valores de la prima tnica pura)
la tabla de mortalidad con los que tales valores se calcularon. De-
terminar los valores de P, con los que se obtuvo: A7 = 0,810,

Azg = 0,800, A7z = 0,780, A74 = 0,760, A73 = 0,730.

SE PIDE:
» Calcular p, para x = 73,74,75,76. Usar i = 4 %.

Para el siguiente ejercicio use una tasa de interés del 5 % y la tabla
de mortalidad dada.

a) Cuadl es el valor una prima de anualidad de vida de $100 men-
suales para una persona de 30 anos de edad.

b) Cuél es el valor la prima de una anualidad de vida vigente a
15 anos pagadera trimestralmente de $300 para una persona
de 35 anos de edad.

c) Cuadl es la prima tnica pura de un seguro de vida completa
contratado por una persona de 30 anos de edad si se estipula
que es pagadera al final del ano de la muerte.

d) En la préctica es conocido que los seguros no se pagan al final
del ano de ocurrido el deceso sino inmediatamente después
de ocurrido el mismo, previas las comprobaciones del caso.
Si se admite que las muertes estan igualmente distribuidas
durante todo el ano, puede considerarse que los capitales ase-
gurados se pagan, en promedio, medio ano antes de lo que se
ha calculado. Resolver c) con este criterio.
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17.

18.

19.

e) Cuél es la prima tnica pura de un seguro de vida completa
contratado por una persona de 30 afios que estipula que si
el asegurado muere dentro del primer afio, sus beneficiarios
cobraran $500, y por cada ano que tarde en producirse la
muerte, la suma asegurada aumenta en $1000. Si se paga al
final del afio de muerte.

f) Calcule la prima neta anual para una persona de 30 anos co-
rrespondiente a un seguro de vida completa de $5000

= Pagadera en 10 cuotas anuales
= Pagadera durante toda la vida del asegurado.

g) Considere un seguro de vida para un individuo de 40 afos,
con vigencia a 10 anos; el capital asegurado es de C' unidades
mone-tarias pagaderas al final del ano del fallecimiento; la
prima neta anual anticipada es 7; si i = 4% y la mortalidad
sigue una ley de Moivre con edad limite w = 100.

SE PIDE:
= Hallar el valor de 7w en funciéon de C.

Se define la funcién de pérdida total L de la aseguradora como la
diferencia entre el valor presente de la prestacion y el valor presente
de los pagos del asegurado. Considere un seguro de vida completo
de 1 u. m., pagadero al final del ano del f/q, el cual es financiado
por primas netas anuales notadas con p,.

SE PIDE:
» Determinar la funcién L, su esperanza y su varianza

Un seguro consiste en el pago de C' unidades monetarias luego de n
anos si el individuo a sobrevivido hasta esa edad, con la provision
de que si el individuo fallece antes de los n anos las primas pagadas
seran reembolsadas sin interés. Cudl es el valor de las primas netas
anuales P?

Una persona de 40 anos contrata un seguro mediante el pago de
primas netas anuales durante maximo 20 anos. La prestacién del
seguro consiste en el pago de $100,000 (pagaderos al final del ano
del f/q) si este ocurre dentro de los 20 anos siguientes a la firma
del contrato, y si en cambio el individuo sobrevive a esa edad, se
le desembolsardn pagos periédicos semestrales de $10,000 durante
el resto de su vida.
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20.

21.

22.

SE PIDE:

» Hallar el monto de las primas a la tasa del 30 % con la tabla
de mortalidad del anexo.

Un seguro consiste en el pago de C u.m. luego de n afos si el
individuo ha sobrevivido hasta esa edad, con la provisiéon de que
si el individuo fallece antes de los n anos las primas pagadas seran
reembolsadas sin interés. Cual es el valor de las primas netas anua-
les P?

Expresar en simbolos de conmutacién la prima neta anual para
una doble proteccién de una persona de x anos, la misma que pro-
porcionard una indemnizaciéon de 3 u.m. si el fallecimiento ocurre
antes de que la persona cumpla 65 anos y una indemnizacién de
1 w.m. si el fallecimiento ocurre luego de cumplidos los 65 anos.
Se supone que las indemnizaciones se pagan al final del ano del
fallecimiento.

Una compaiiia de seguros ofrece pélizas con cobertura mixta tal
que:

a) Siel asegurado alcanza la edad z+20, la compania abonara una
renta mensual de $1000 durante 5 anos. A partir de ese mo-
mento, y mientras el titular de la pdliza se encuentre con vida,
la mencionada renta se abonard por 5 anos mas.

b) Si falleciera antes de la edad x+ 20, se le abonara al fin del ano
de fallecimiento $100,000 menos el 100 % de las primas paga-
das, abondndose adicionalmente las primas pagadas hasta el
fallecimiento, al fin del periodo de esa cobertura de muerte
(momento x + 20).

Las primas se pagan anualmente durante 15 anos, y ademés en el
primer ano el asegurado debe abonar, luego de pagada la primera
prima, dos refuerzos semestrales de $800 cada uno.

El plan tiene como bases técnicas la tabla de vida de la poblacién
americana.

SE PIDE:

» La prima unica pura del plan total y la prima neta anual de
tarifa, para una persona de 40 anos, si la tasa aplicable es del
10 %.
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23. (x) contrata un seguro que ofrece la siguiente cobertura:

a) Si fallece entre las edades = y x + 20, los derechohabientes
cobraran al fin del ano del fallecimiento el capital asegurado
inicial mas un 10 % acumulativo por cada afno transcurrido
hasta la mitad del plazo, incrementandose en un 10 % anual
sobre el capital alcanzado en ese momento hasta la finaliza-
cién del plazo;

b) Si sobrevive a la edad = + 20, cobrard el ultimo capital asegu-
rado en caso de muerte. Las primas se pagan al comienzo de
cada semestre por 20 anos mientras viva. El capital asegurado
es de $10000.

SE PIDE:

s Cudl es la prima tnica pura?

= Cudl es la prima neta semestral?

» Calcular la prima neta semestral para una persona de 40 afos,
si la tasa aplicable es del 10 %.

24. Una empresa que lleva funcionando 40 afios, contrata una ope-
racién de seguros de vida entera con una indemnizacién de $100000
en caso de quiebra. Se conoce ademés que la ley de supervivencia
del sector empresarial al que pertenece la empresa es

I, =1000( 1 — — 0<z<105
= -] <z <
’ 105
y el tanto de interés i = 10 %.
SE PIDE:
s Calcular el monto de la prima tnica pura.
= Calcular las primas netas anuales.
25. Se concierta una operacion de seguros a favor de una persona de

40 afios temporal por 20 anos. La prestacién es de $15,000 al fi-
nal del ano en que acaezca el f/q, més el reembolso de las primas
pagadas que hayan sido pagadas durante los primeros 10 afnios de
operacién capitalizadas al tanto de interés i = 5 %, mientras que la
tasa de interés utilizada para el cdlculo de la prima neta es de 10 %.

SE PIDE:
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» Calcular la prima anual neta para dicho seguro.

26. Una operacién de seguros temporal por 30 anos, con una prestacion
de 10000 u.m al final del aflo a favor de (20), también proporciona
el reembolso de todas las primas netas, al final del ano del f/q con
intereses al tanto de valoracion, si el asegurado no sobrevive el pla-
zo establecido. La prima anual neta es de 317,46 u.m.. Suponiendo
que se verifica la ley de Moivre con w = 80.

SE PIDE:

» Determinar la tasa de interés de valoracion.
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Capitulo 6

Valor actuarial de las
reservas matematicas

6.1. Introduccion

De acuerdo con el principio de equivalencia financiero actuarial el
valor actuarial de las primas futuras es igual al valor actuarial de las
prestaciones futuras por parte del asegurador, por lo que la pérdida
esperada del asegurador 7 seré cero, pero esta es una pérdida promedio,
y entonces su valor real no serd necesariamente nulo.

Se define la variable aleatoria ;7 como la diferencia en el momento
t entre el valor actual de las prestaciones futuras del asegurador y el
valor actual de los pagos de las primas futuras por parte del asegurado.
Suponiendo que ;7 no es idénticamente nula, definimos el valor actua-
rial de las reservas matemdticas en el momento ¢ como la esperanza
matematica de ¢w dado que T > ¢, y el cual se representa con (V. Es
decir:

WV =E(m) ; t<T

Generalmente en las operaciones de seguros de vida se supone que
las Reservas matemadticas a primas netas son no negativas por lo que
al asegurado le interesard mantener la operacion. Esto implica que el
valor esperado de las prestaciones futuras serd siempre mayor que el
valor esperado de las primas futuras y, por tanto, el asegurador siempre
debera disponer en su pasivo de los fondos necesarios, o lo que es lo
mismo, de las reservas matematicas ;V para cubrir tal diferencia.

Por ejemplo en un seguro de vida entera: después de ¢ anos el valor
actuarial de las prestaciones por parte del asegurador vendria dado por
Ayt vy el valor actuarial de las primas netas futuras serd p, d,1¢, de
donde el valor actuarial de las reservas matematicas sera:

215
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Aw+t*pxd:r+t: Ve, t=0,1,2,...

A
Donde P, = ==
a

Donde ;V,. se dxenominarl’a valor actuarial de las reservas matemdti-
cas en el momento t para un sequro de vida completo.

En el caso de que la duracién a que se haga referencia en el cdlculo
del valor actuarial de las reservas matematicas sea un nimero entero ¢
de anos, la funcion ;V es el valor actuarial de las reservas matemaéticas
finales o terminales correspondientes al t-ésimo ano.

Por ejemplo, determinemos las reservas matematicas de un seguro
de vida completo a primas de inventario:

Célculo de la prima de inventario:

p,z dx:Ax+gdx

Asi, las reservas matemadticas con prima de inventario seran:

tvx{ = Aa:—i—t +9 Gy — P::: dz—i—t

Y, si la prima es pagadera durante r anos:
Calculo de la prima de inventario:

Parat <n

th; = (Ax—l-t = Pzm d:ert:H) + (g Ayt — g Qpm — dz+t:m)

— Reserva a prima pura + Reserva para gastos de administraciéon

tVé = Am—f—t + ) d;r:—‘rt Para t >n

6.2. Problemas resueltos

Problema 6.1 Con relacion a una empresa que el 1 de enero 1995 lleva
funcionando 40 anos, se dispone de la siguiente informacion:

» FElwvalor actuarial de 100 u.m pagaderas el 1 de enero del ano 2005,
st la empresa sigue funcionando, es de 72 u.m.
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s La prima unica neta de una renta de 100 w.m pagaderas anualmen-
te si sigue funcionando la empresa durante 10 anos, comenzando
el 1 de enero de 1996, es de 841 u.m.

s La prima unica neta de una anualidad de 100 u.m. pagadera bi-
mestralmente (cada 2 meses) a la empresa, durante 10 arios desde
el 1 de enero de 1995, es igual a ™ u.m.

Determine el valor de la prima unica y las reservas matemdticas.

Solucion
100 19FEy = 72
10 = 0,72
(100) 10/10G40 = 841
10/10040 = 8,41
™ = (100) a1
= (6 .. (6 ..(6
a40):m = a40) - 10/“510)
= @\ — 10Eyp Yy
5 5
~ d40— — — 10F G0 — —
a40 12 10L£440 (6150 12)
.. 5 (1 Fio)
40:101 ~ 75 10 Fa0
5
= (a40:m+1_10 E40) - E — (1 — 10E40)
5 5
= aypo— 10FB0 (1— =) +1- >
Q40701 — 10£40 < 12> + D
a® = 8573

40:10I

7 = (100) @Sy.5 = 857,3

+Vao = (100) 10—t/d4(1%)+t - t <10
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Problema 6.2 FExpresar en simbolos de conmutacion el valor actuarial
de las reservas matemdticas.

15V (Ag0:35)

Solucion

B 1 _
15V (Agp.25) = Do (Mss — Mys — P (N3s — Nus))
Donde

p_ Moo — Mys
Nao — Nus
Problema 6.3 Si se conoce que:
= 10V25 = 0,1
» 10V35 =0,2

Se pide calcular el valor actuarial de las reservas matemdticas oo Vas

Solucién
Se sabe que

oVes = 132
azs
i
5= 09
a25
Despejamos i35 donde nos quedas:
45
10V = 1—-—
ass
a
2= 08
ags
Y por tanto:
45
08 = 1—
’ 079 ags
g
=2 = (08)(09)
a25

= 0,72
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Asi,
;
a0Vas = 1—-2
a5
— 1-0,72
20Vos = 0,28

Problema 6.4 Expresar en simbolos de conmutacion las siguientes fun-

ciones:
a) (1000) 20 V40

Solucion

20Va0 = Aso — pao deo
Ay
= Ago— — deo
a40
My

1 Myo
= (Mg — 220 N,
D60< Ny 60)
1000 My )
1000 99Vyy = —— <M — —— N,
20V40 Dea 60 = o Y60
b) (1000) 10V
Solucion
Ve = Ags— 10pa0 duss)

<M45> ( Myo > <N45—N50>
Dys Nyo — Nso Dys

M M
1000 9V, = 1000 ((D) (20 ) (

Nys — N50>
Dys
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10
c) 30Vao
Solucion

1070 = Agg = Meo
20YV40 — 4160 —
D

Problema 6.5 Si se conoce que © = 0,04, %ng = 0,585 y que %2V15 =
0,6. Se pide determinar pss

Solucién

WVis = Asg
WVis = Asg
Azs = v g3z + v p3s Azg
1
104 (g38 + p38(0,6)) = 0,585
1
To1 (1—P3g+0,6 P3g) = 0,585

= p3g = 0,979

Problema 6.6 Obtener la expresion del valor actuarial de las reservas
matemdticas de una operacion de sequro temporal, de un seguro mizto,
de un seguro de vida entera pagadera en el momento f/q de una renta
anticipada diferida en n anos con primas pagaderas durante n anos en
simbolos de conmutacion.

Solucién
» Seguro temporal
Prima Neta
px:ﬁ} - al"m = Azﬁ}

Reserva Matematica

1 1 1 .
A:rft:nft — Py Qx—tin—t

Myt — Myin — pm:ml (Nzyt — Nayn)
Dert

tVaz:ﬁ\




Valor actuarial de las reservas matematicas

221

1
1 _ Am:ﬁ\
px:m - ..
Qym
My — My,
Nm - Nm+n

= Seguro Mixto

Prima Neta

Pzm Oz = Az

Reserva Matematica

Ve = Aert:m — Pz a’:p+tzm gw:ﬁ\l
_ Mert - Mx+n + D;r+n - Px:ﬁ\ (Nert - Nern)
Dm+t
_ Aw:ﬁ\
Pz = -

Qx:m

o Mm B Mx—l—n + Dx—l—n

Nm - Nz—i—n

» Seguro que paga al momento de f/q

Prima Neta

Reserva Matematica

tV (A:r) = Afx+t - P (Ajﬁ) dw+t

Myt +p (Az) Npyt
Dr+t
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» Caso de la renta diferida

Prima Neta

D Qrm = n/aac

Reserva Matematica

¢V (njbs) = n—tlzrt — P dpqpn=y

_ Nx+n_P(Nx+t_Nr+n) Vt<n
Daz+t ’

N:c+t .

;o Vi>n
Dz-‘,—t

d$+t =

Problema 6.7 Calcular el valor de la probabilidad psg, si se conoce que
1 =4%, %ng =0,585 y %2V15 = 0,600

Solucién
tVo—P = U quit — U Patt t—1Va
5%Vis = vgss—v Pag33Vis
De donde,

0,585(1,04) = 1— pss — p3s(0,6)

_(—0,585)(1,04 — 1)
bss = 1-0,6

_0,3916
04
= 0,979

6.3. Problemas propuestos

1. Una politica de aseguramiento decreciente para una persona de 30
anos, otorga los siguientes beneficios:
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Para f/q entre las edades: || 30 - 50 | 50 - 55 | 55 - 60 | 60 - 65

Beneficio: 100000 90000 80000 60000

SE PIDE:

Escribir férmulas en términos de los simbolos de conmutacién para:

= La prima neta anual

» La prima comercial con gastos de gestion interna iguales a
1% del capital asegurado, cobro de recibos y gastos de cartera
del 3% del valor de las primas comerciales, y los gastos de
produccién igual al valor de la primera prima comercial.

= Lareserva al final de 30 anos con primas netas puras y primas
comerciales.

2. Mediante el pago de primas anuales, se concierta una operacién de
seguros para (z) consistente en el pago de C ddlares si el falleci-
miento ocurre entre los 4+ 20 y los x + 40 anos del individuo, mas
la devolucién de las primas pagadas con interés si el fallecimien-
to ocurre antes que el individuo cumpla x + 10 anos, un auxilio
de 4 anualidades de C/2 ddlares a sus deudos pagaderos a partir
del final del afio de f/q, si este ocurre entre los = + 10 y = + 25
anos. La fuerza de de interés aplicable es § = 1. Los gastos de ges-
tién interna son del 2 por mil del capital asegurado, los gastos de
produccién corresponden al 70 % de la primera prima comercial, y
los gastos de gestién de cartera (cobro de recibos) el 3% de cada
prima comercial.

SE PIDE:

» Calcular la prima tdnica pura, la prima neta, la prima de in-
ventario y la prima comercial

= El valor actuarial de las reservas matemadticas a prima pura
luego de t afios

» Considere que las primas son pagaderas a lo sumo durante 12
anos.

3. Mediante el pago de primas anuales, se concierta una operacion
de seguros para (20) consistente en el pago de $10000 luego de 10
anos, pagaderos al final del afo de f/q, con un tanto de interés del
15 %. Los gastos de gestién interna son del 2 por mil del capital
asegurado, los gastos de produccién corresponden al 70 % de la
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primera prima comercial, y los gastos de gestién de cartera (cobro
de recibos) el 3% de cada prima comercial.

SE PIDE:

» Calcular la prima tnica pura, la prima neta, la prima de in-
ventario y la prima comercial

= El valor actuarial de las reservas matemaéticas a prima pura
ent=2>5

= El valor actuarial de las reservas mateméticas a prima de
inventario en t = 5

= El valor actuarial de las reservas matematicas a prima comer-
cialent =5

= El valor actuarial de las reservas matemadticas a prima pura
ent=12

= El valor actuarial de las reservas matemadticas a prima de
inventario en ¢t = 12

Considere dos casos:

a) las primas son pagaderas mientras viva el asegurado

b) las primas son pagaderas a lo sumo durante 7 anos

4. Una empresa que lleva funcionando 30 afios concierta una ope-
racion de seguros temporal por 20 anos, tal que la indemnizacién
al final del ano de la quiebra viene dada por Ct = (1,11)t. Las
primas netas son pagaderas anticipadamente mientras funcione la
empresa. Sabiendo que la tasa de interés aplicable es del 11 %.

SE PIDE:

= La prima neta pura si se conoce que 20g390 = 0,12 y agg.ag =
0,48

s El valor actuarial de las reservas matematicas en ¢t = 5

5. Mediante el pago de primas anuales, se concierta una operacion de
seguros para (20) consistente en el pago de $10000 si el fallecimien-
to ocurre entre los 40 y los 60 afios del individuo, mas la devolucién
de las primas pagadas sin interés si el fallecimiento ocurre antes
que el individuo cumpla 30 afios, un auxilio de 4 anualidades de
$2000 a sus deudos pagaderos a partir del final del ano de f/q,
si este ocurre entre los 30 y 45 anos. La tasa de interés aplicable
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es del 10%. Los gastos de gestién interna son del 2 por mil del
capital asegurado, los gastos de produccién corresponden al 70 %
de la primera prima comercial, y los gastos de gestion de cartera
(cobro de recibos) el 3% de cada prima comercial.

SE PIDE:

= Calcular la prima tdnica pura, la prima neta, la prima de in-
ventario y la prima comercial

= El valor actuarial de las reservas matemadticas a prima pura
luego de t anos

= El valor actuarial de las reservas matematicas a prima comer-
cial luego de t anos

» El valor actuarial de las reservas matematicas a prima comer-
cial luego de 12 anos

Considere que las primas son pagaderas a lo sumo durante 12 anos.

6. Hallar en simbolos de conmutacion los siguientes valores actuaria-
les de las reservas matematicas de un seguro de vida completa, con

primas netas puras pagaderas mientras viva: tVz@); th;[u]; th{l}
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Anexo 1

Figura 6.1: Gréfico de aproximacién de [, para la poblacién ecuatoriana
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Figura 6.2: Gréfico de aproximacién de u, para la poblacién ecuatoriana
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Anexo 2

Simbolo Definiciéon
a(x) Numero medio de los anos vividos entre z y = + 1
dy Numero de fallecidos de edad x
nds Numero de fallecidos entre las edades z y  +n
nDq Numero aleatorio de fallecimientos entre las edades x y
rT+n
ex Vida media abreviada a la edad x
éx Vida media completa a la edad x
n€z Vida media temporal abreviada
n€x Vida media temporal completa
f(x) Funcién de densidad de la edad de fallecimiento
F(x) Funcién de distribucién de la edad de fallecimiento
I(x) Funcién cohorte o grupo determinista de supervivientes:
numero de supervivientes a la edad x de una cohorte
Iy Funcién cohorte para edades enteras
L, Funcién censal de supervivencia: promedio de individuos
vivos entre x y x + 1
nly Promedio de individuos vivos entre x y « + 1
My Tanto central de fallecimientos
Da Tanto anual de supervivencia o probabilidad anual de su-

pervivencia
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Simbolo Definicion
nPx Probabilidad temporal n anos de supervivencia (siendo n
un numero entero)
Qx Tanto anual de fallecimiento o probabilidad anual de fa-
llecimiento
T Vida probable: mediana de la vida residual
nla Probabilidad temporal n anos de fallecimiento (siendo n
un numero entero)
m/nda Probabilidad diferida m anos y temporal n anos de falle-
cimiento
S(x) Funcién de supervivencia
T(x) Vida residual a la edad x
T, Cantidad de existencia: niimero de anos vividos por la
cohorte a partir de la edad x
& Edad de fallecimiento
x Edad actual del individuo
Z Operador actuarial
w Infinito actuarial
e Tanto instantaneo de fallecimiento a la edad x
i Tasa de interés efectiva
0 Fuerza del interés
d Tasa de descuento efectiva
dm) Tasa de descuento nominal
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Tabla 1. Tabla de funciones biométricas para la poblacion ecuatoriana

T l d,
0 100000,00 1260,00
1 98740,00 92,00
2 98648,00 64,00
3 98584,00 49,00
4 98535,00 40,00
5 98495,00 36,00
6 98459,00 33,00
7 98426,00 30,00
8 98396,00 26,00
9 98370,00 23,00
10 98347,00 19,00
11 98328,00 19,00
12 98309,00 24,00
13 98285,00 37,00
14 98248,00 52,00
15 98196,00 67,00
16 98129,00 82,00
17 98047,00 94,00

18 97953,00 102,00
19 97851,00 110,00

20 97741,00 118,00
21 97623,00 124,00
22 97499,00 129,00

23 97370,00 130,00
24 97240,00 130,00

25 97110,00 128,00
26 96982,00 126,00
27 96856,00 126,00
28 96730,00 126,00
29 96604,00 127,00
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Tabla 1. Tabla de funciones biométricas para la poblacion ecuatoriana

(continuacion)
T Iz dy
30 96477,00 127,00
31 96350,00 130,00
32 96220,00 132,00
33 96088,00 137,00
34 95951,00 143,00
35 95808,00 153,00
36 95655,00 163,00
37 95492,00 175,00
38 95317,00 188,00
39 95129,00 203,00
40 94926,00 220,00
41 94706,00 241,00
42 94465,00 264,00
43 94201,00 288,00
44 93913,00 314,00
45 93599,00 343,00
46 93256,00 374,00
47 92882,00 410,00
48 92472,00 451,00
49 92021,00 495,00
50 91526,00 540,00
51 90986,00 584,00
52 90402,00 631,00
53 89771,00 684,00
54 89087,00 739,00
55 88348,00 797,00
56 87551,00 856,00
57 86695,00 919,00
58  85776,00 987,00
59 84789,00 1063,00
60 83726,00 1145,00
61 82581,00 1233,00
62 81348,00 1324,00
63 80024,00 1415,00
64 78609,00 1502,00
65 77107,00 1587,00
66 75520,00 1674,00
67 73846,00 1764,00
68 72082,00 1864,00

69

70218,00

1970,00
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Tabla 1. Tabla de funciones biométricas para la poblacion ecuatoriana

(continuacion)

T . dy
70 68248,00 2083,00
71 66165,00 2193,00
72 63972,00 2299,00
73 61673,00 2394,00
74 59279,00 2480,00
75 56799,00 2560,00
76 54239,00 2640,00
7 51599,00 2721,00
78 48878,00  2807,00
79 46071,00 2891,00
80 43180,00 2972,00
81 40208,00 3036,00
82  37172,00  3077,00
83 34095,00 3083,00
84 31012,00 3052,00
85 27960,00 2999,00
86 24961,00 2923,00
87 22038,00 2803,00
88 19235,00 2637,00
89 16598,00 2444,00
90 14154,00 2246,00
91 11908,00 2045,00
92 9863,00 1831,00
93 8032,00 1608,00
94 6424,00 1381,00
95 5043,00 1159,00
96 3884,00 945,00
97 2939,00 754,00
98 2185,00 587,00
99 1598,00 448,00
100 1150,00 335,00
101 815,00 245,00
102 570,00 177,00
103 393,00 126,00
104 267,00 88,00
105 179,00 60,00
106 119,00 41,00
107 78,00 27,00
108 51,00 18,00

109

33,00

12,00
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Tabla 2. Simbolos de conmutacion al 5%

T Cy D, M, R, N, Sy

0 1200,00000 100000,00000 5132,81354 211001,21943 1992208,85687 37405133,91739
1 83,44671 94038,09524 3932,81354 205868,40589 1892208,85687 35412925,06052
2 55,28561 89476,64399 3849,36683 201935,59235 1798170,76163 33520716,20366
3 40,31242 85160,56581 3794,08122 198086,22552 1708694,11764 31722545,44203
4 31,34105 81064,98835 3753,76880 194292,14430 1623533,55182 30013851,32439
5 26,86375 77173,40977 3722,42775 190538,37550 1542468,56347 28390317,77257
6 23,45248 73471,62174 3695,56400 186815,94775 1465295,15370 26847849,20910
7 20,30518 69949,52060 3672,11151 183120,38375 1391823,53197 25382554,05539
8 16,75983 66598,28587 3651,80633 179448,27224 1321874,01137 23990730,52343
9 14,12000 63410,17909 3635,04650 175796,46590 1255275,72550 22668856,51206
10 11,10891 60376,52675 3620,92650 172161,41940 1191865,54641 21413580,78656
11 10,57991 57490,34514 3609,81759 168540,49290 1131489,01967 20221715,24015
12 12,72771 54742,12974 3599,23768 164930,67531 1073998,67453 19090226,22048
13 18,68751 52122,63395 3586,50997 161331,43763 1019256,54479 18016227,54595
14 25,01289 49621,91625 3567,82245 157744,92766 967133,91084 16996971,00117
15 30,69347 47233,95496 3542,80956 154177,10521 917511,99459 16029837,09033
16 35,77633 44954,02554 3512,11609 150634,29565 870278,03963 15112325,09574
17 39,05894 42777,58133 3476,33976 147122,17955 825324,01409 14242047,05611
18 40,36486 40701,49471 3437,28082 143645,83979 782546,43276 13416723,04202
19 41,45784 38722,96343 3396,91596 140208,55897 741844,93805 12634176,60927
20 42,35520 36837,55495 3355,45812 136811,64301 703121,97462 11892331,67122
21 42,38938 35041,03046 3313,10292 133456,18489 666284,41968 11189209,69660
22 41,99870 33330,02058 3270,71353 130143,08198 631243,38921 10522925,27692
23 40,30883 31700,87805 3228,71483 126872,36844 597913,36863 9891681,88771

24 38,38936 30151,00360 3188,40601 123643,65361 566212,49059 9293768,51908

25 35,99881 28676,85216 3150,01665 120455,24760 536061,48699 8727556,02849

26 33,74889 27275,28896 3114,01783 117305,23096 507384,63483 8191494,54150

27 32,14180 25942,71679 3080,26894 114191,21313 480109,34587 7684109,90667

28 30,61124 24675,20752 3048,12714 111110,94418 454166,62909 7204000,56080

29 29,38494 23469,58640 3017,51591 108062,81704 429491,42157 6749833,93171
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Tabla 2. Simbolos de conmutacion al 5% (continuacién)

T C, D, M, R, N, S

30 27,98565 22322,60211 2988,13097 105045,30113 406021,83517 6320342,51014
31 27,28260 21231,63541 2960,14532 102057,17016 383699,23305 5914320,67498
32 26,38318 20193,32255 2932,86272 99097,02484 362467,59764 5530621,44192
33 26,07861 19205,35259 2906,47954 96164,16212 342274,27510 5168153,84428
34 25,92451 18264,73338 2880,40093 93257,68258 323068,92251 4825879,56919
35 26,41658 17369,05966 2854,47642 90377,28164 304804,18913 4502810,64668
36 26,80301 16515,54500 2828,05984 87522,80522 287435,12947 4198006,45754
37 27,40594 15702,28746 2801,25683 84694,74538 270919,58448 3910571,32807
38 28,03982 14927,15355 2773,85089 81893,48855 255217,29701 3639651,74359
39 28,83527 14188,29690 2745,81107 79119,63766 240290,14346 3384434,44658
40 29,76195 13483,82844 2716,97580 76373,82658 226101,84657 3144144,30312
41 31,05035 12811,97942 2687,21385 73656,85078 212618,01813 2918042,45655
42 32,39396 12170,83481 2656,16350 70969,63693 199806,03871 2705424,43843
43 33,65606 11558,87729 2623,76954 68313,47343 187635,20390 2505618,39972
44 34,94710 10974,79849 2590,11347 65689,70389 176076,32661 2317983,19582
45 36,35686 10417,24194 2555,16637 63099,59042 165101,52812 2141906,86920
46 37,75501 9884,82594 2518,80951 60544,42405 154684,28618 1976805,34108
47 39,41826 9376,36494 2481,05450 58025,61454 144799,46024 1822121,05490
48 41,29532 8890,45310 2441,63624 55544,56004 135423,09531 1677321,59466
49 43,16584 8425,80287 2400,34091 53102,92380 126532,64221 1541898,49935
50 44,84763 7981,40831 2357,17507 50702,58288 118106,83934 1415365,85714
51 46,19227 7556,49362 2312,32744 48345,40781 110125,43102 1297259,01781
52 47,53314 7150,46832 2266,13517 46033,08037 102568,93740 1187133,58678
53 49,07202 6762,43669 2218,60203 43766,94520 95418,46908 1084564,64938
54 50,49321 6391,34387 2169,53001 41548,34317 88656,03239 989146,18030
55 51,86299 6036,50095 2119,03680 39378,81317 82264,68851 900490,14791
56 53,04980 5697,18554 2067,17380 37259,77637 76228,18756 818225,45940
57 54,24206 5372,84119 2014,12401 35192,60257 70531,00202 741997,27184
58 55,48154 5062,74955 1959,88195 33178,47856 65158,16083 671466,26982
59 56,90826 4766,18470 1904,40041 31218,59661 60095,41128 606308,10898
60 58,37921 4482,31526 1847,49215 29314,19620 55329,22658 546212,69770
61 59,87238 4210,49246 1789,11293 27466,70405 50846,91132 490883,47112
62 61,22970 3950,12044 1729,24055 25677,59112 46636,41886 440036,55979
63 62,32199 3700,78977 1668,01085 23948,35057 42686,29842 393400,14093
64 63,00362 3462,23969 1605,68886 22280,33972 38985,50865 350713,84252
65 63,39911 3234,36752 1542,68524 20674,65086 35523,26896 311728,33386
66 63,69017 3016,95090 1479,28613 19131,96561 32288,90144 276205,06490
67 63,91845 2809,59640 1415,59596 17652,67948 29271,95054 243916,16346
68 64,32566 2611,88765 1351,67751 16237,08352 26462,35414 214644,21292
69 64,74635 2423,18638 1287,35184 14885,40602 23850,46649 188181,85879
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Tabla 2. Simbolos de conmutacién al 5% (continuacion)

x Cy D, M, R, N, Sz

70 65,20022 2243,05020 1222,60549 13598,05417 21427,28011 164331,39230
71 65,37461 2071,03807 1157,40528 12375,44868 19184,22990 142904,11219
72 65,27098 1907,04260 1092,03067 11218,04340 17113,19183 123719,88229
73 64,73155 1750,96007 1026,75969 10126,01273 15206,14923 106606,69046
74 63,86373 1602,84947 962,02814 9099,25304 13455,18915 91400,54124

75 62,78462 1462,65958 898,16441 8137,22491 11852,33969 77945,35208
76 61,66346 1330,22451 835,37980 7239,06050 10389,68011 66093,01240
77 60,52896 1205,21702 773,71634 6403,68070 9059,45560 55703,33229
78 59,46861 1087,29677 713,18737 5629,96436 7854,23858 46643,87669
79 58,33164 976,05213 653,71877 4916,77699 6766,94181 38789,63811

80 57,11045 871,24182 595,38713 4263,05822 5790,88968 32022,69630
81 55,56218 772,64366 538,27668 3667,67110 4919,64786 26231,80663

82 53,63097 680,28893 482,71450 3129,39442 4147,00420 21312,15877
83 51,17671 594,26325 429,08353 2646,67992 3466,71527 17165,15457
84 48,24964 514,78828 377,90682 2217,59639 2872,45202 13698,43930

85 45,15405 442,02491 329,65717 1839,68957 2357,66374 10825,98728

86  41,91407  375,82205 284,50312 1510,03240 1915,63882 8468,32355
87  38,27937  316,01170 242,58905 1225,52928 1539,81677 6552,68472
88  34,29750  262,68415 204,30968 982,94023 1223,80507 5012,86795
89  30,27362  215,87788 170,01218 778,63055 961,12092 3789,06288
90  26,49620  175,32437 139,73856 608,61837 745,24304 2827,94196
91  22,97618  140,47939 113,24237 468,87981 569,91868 2082,69891
92 19,59221 110,81372 90,26619 355,63744 429,43929 1512,78024
93 16,38672 85,94466 70,67397 265,37125 318,62557 1083,34095
94  13,40325 65,46534 54,28726 194,69728 232,68091 764,71538
95  10,71299 48,94469 40,88400 140,41002 167,21558 532,03446
96 8,31897 35,90100 30,17101 99,52602 118,27089 364,81889
97 6,32150 25,87245 21,85204 69,35501 82,36989 246,54800
98 4,68703 18,31893 15,53054 47,50297 56,49744 164,17811
99 3,40681 12,75957 10,84351 31,97243 38,17851 107,68067
100 2,42619 8,74516 7,43670 21,12892 25,41893 69,50216
101 1,68989 5,90253 5,01051 13,69222 16,67377 44,08323
102 1,16272 3,93157 3,32062 8,68172 10,77124 27,40946
103 0,78829 2,58163 2,15790 5,36110 6,83967 16,63822
104  0,52433 1,67041 1,36961 3,20320 4,25803 9,79855
105  0,34048 1,06654 0,84528 1,83359 2,58762 5,54052
106 0,22158 0,67528 0,50481 0,98831 1,52108 2,95290
107 0,13897 0,42154 0,28323 0,48350 0,84580 1,43183
108  0,08823 0,26250 0,14426 0,20028 0,42426 0,58602

109 0,05602 0,16176 0,05602 0,05602 0,16176 0,16176
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Anexo 3

Tabla 3. Simbolos de conmutacion al 10 %

x Cy D, M, R, N, Sz

0 1145,45455 100000,00000 1830,01769 17314,37919 1079869,79898 11688108,90674
1 76,03306 89763,63636 684,56314 15484,36150 979869,79898 10608239,10776
2 48,08415 81527,27273 608,53008 14799,79836 890106,16261 9628369,30879
3 33,46766 74067,61833 560,44594 14191,26828 808578,88988 8738263,14617
4 24,83685 67300,73082 526,97828 13630,82234 734511,27155 7929684,25629
5 20,32106 61157,64571 502,14142 13103,84406 667210,54073 7195172,98474
6 16,93422 55577,53868 481,82036 12601,70264 606052,89501 6527962,44401
7 13,99522 50508,10094 464,88615 12119,88227 550475,35633 5921909,54900
8 11,02654 45902,46018 450,89092 11654,99613 499967,25539 5371434,19266
9 8,86750 41718,48272 439,86439 11204,10521 454064,79521 4871466,93727
10 6,65938 37917,02589 430,99689 10764,24082 412346,31249 4417402,14207
11 6,05399 34463,36415 424,33751 10333,24393 374429,28660 4005055,82958
12 6,95195 31324,27706 418,28352 9908,90642 339965,92245 3630626,54298
13 9,74326 28469,66356 411,33158 9490,62290 308641,64539 3290660,62052
14 12,44839 25871,76907 401,58832 9079,29133 280171,98183 2982018,97513
15 14,58115 23507,34168 389,13993 8677,70301 254300,21276 2701846,99330
16 16,22326 21355,72947 374,55878 8288,56308 230792,87108 2447546,78054
17 16,90673 19398,07625 358,33552 7914,00430 209437,14161 2216753,90946
18 16,67782 17617,70805 341,42879 7555,66878 190039,06536 2007316,76784
19 16,35080 15999,42041 324,75098 7214,23999 172421,35731 1817277,70248
20 15,94541 14528,57685 308,40018 6889,48901 156421,93690 1644856,34517
21 15,23290 13191,85173 292,45477 6581,08883 141893,36006 1488434,40827
22 14,40648 11977,35958 277,22187 6288,63406 128701,50833 1346541,04821
23 13,19833 10874,10222 262,81539 6011,41220 116724,14875 1217839,53988
24 11,99848 9872,34915 249,61706 5748,59681 105850,04653 1101115,39112
25 10,73990 8962,86438 237,61858 5498,97975 95977,69738 995265,34460
26 9,61099 8137,31863 226,87868 5261,36117 87014,83300 899287,64722
27 8,73726 7387,95140 217,26769 5034,48249 78877,51436 812272,81422
28 7,94297 6707,58220 208,53043 4817,21480 71489,56296 733395,29985
29 7,27819 6089,85903 200,58747 4608,68437 64781,98076 661905,73689
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Tabla 3. Simbolos de conmutacion al 10 % (continuacion)

x O D, M, R, Ny Sz

30 6,61653 5528,95730 193,30928 4408,09690 58692,12173 597123,75613
31 6,15712 5019,70828 186,69275 4214,78762 53163,16444 538431,63440
32 5,68349 4557,21405 180,53563 4028,09488 48143,45615 485268,46996
33 5,36252 4137,23837 174,85214 3847,55925 43586,24210 437125,01381
34 5,08853 3755,76327 169,48961 3672,70711 39449,00374 393538,77170

35 4,94943 3409,24172 164,40108 3503,21750 35693,24047 354089,76797
36 4,79356 3094,36122 159,45166 3338,81641 32283,99875 318396,52750
37 4,67860 2808,26210 154,65810 3179,36475 29189,63753 286112,52874
38 4,56923 2548,28694 149,97950 3024,70666 26381,37543 256922,89122
39 4,48527 2312,05526 145,41027 2874,72716 23833,08849 230541,51578

40 4,41899 2097,38315 140,92500 2729,31689 21521,03323 206708,42730
41 4,40073 1902,29297 136,50601 2588,39189 19423,65008 185187,39407
42 4,38247 1724,95652 132,10529 2451,88588 17521,35711 165763,74399
43 4,34625 1563,75982 127,72282 2319,78060 15796,40059 148242,38688
44 4,30783 1417,25359 123,37657 2192,05778 14232,64076 132445,98630

45 4,27790 1284,10453 119,06874 2068,68121 12815,38717 118213,34553
46 4,24048 1163,08985 114,79084 1949,61246 11531,28264 105397,95836
47 4,22605 1053,11393 110,55036 1834,82162 10368,19279 93866,67572
48 4,22605 953,15024 106,32430 1724,27126 9315,07887 83498,48293
49 4,21668 862,27417 102,09825 1617,94696 8361,92862 74183,40406

50 4,18183 779,66892 97,88157 1515,84871 7499,65445 65821,47544
51 4,11143 704,60810 93,69973 1417,96714 6719,98553 58321,82098
52 4,03847 636,44138 89,58830 1324,26741 6015,37743 51601,83545
53 3,97971 574,54460 85,54983 1234,67911 5378,93605 45586,45802
54 3,90883 518,33357 81,57012 1149,12928 4804,39145 40207,52197

55 3,83237 467,30351 77,66129 1067,55915 4286,05788 35403,13052
56 3,74189 420,98899 73,82892 989,89786 3818,75437 31117,07264
57 3,65208 378,97538 70,08703 916,06894 3397,76538 27298,31827
58 3,56573 340,87100 66,43495 845,98191 3018,79000 23900,55289
59 3,49118 306,31699 62,86922 779,54696 2677,91900 20881,76289

60 3,41863 274,97881 59,37804 716,67774 2371,60201 18203,84389
61 3,34670 246,56211 55,95942 657,29969 2096,62320 15832,24187

62 3,26700 220,80068 52,61272 601,34028 1850,06108 13735,61868
63 3,17413 197,46089 49,34572 548,72756 1629,26041 11885,55759
64 3,06299 176,33577 46,17159 499,38184 1431,79952 10256,29719
65 2,94212 157,24226 43,10860 453,21025 1255,46375 8824,49767
66 2,82128 140,00539 40,16649 410,10164 1098,22149 7569,03392
67 2,70269 124,45635 37,34521 369,93516 958,21610 6470,81243
68 2,59627 110,43945 34,64252 332,58995 833,75974 5512,59634

69 2,49447 97,80323 32,04625 297,94742 723,32029 4678,83659
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Tabla 3. Simbolos de conmutacion al 10 % (continuacion)

T Cs D, M, R, N, Sy

70 2,39778  86,41755  29,55178  265,90118  625,51707  3955,51630
71 2,29491  76,16364  27,15400  236,34940  539,09951  3329,99923
72 2,18712  66,94476  24,85909  209,19540  462,93588  2790,89972
73 2,07045  58,67175  22,67197  184,33630  395,99112  2327,96384
74 1,94985  51,26750  20,60152  161,66433  337,31936  1931,97273
75 1,82977  44,65698  18,65167  141,06281  286,05186  1594,65336
76 1,71541  38,76748  16,82191  122,41114  241,39489  1308,60150
77 1,60731  33,52776  15,10650  105,58923  202,62740  1067,20662
78  1,50737  28,87247  13,49919  90,48273  169,09964  864,57921
79 1,41135  24,74033  11,99182  76,98354  140,22717  695,47957
80  1,31899  21,07987  10,58047  64,99172  115,48684  555,25240
81 1,22490  17,84452  9,26148 54,41125 94,40697 439,76556
82  1,12859  14,99739  8,03658 45,14976 76,56245 345,35858
83  1,02799  12,50541  6,90800 37,11318 61,56506 268,79613
84  0,92514  10,34056  5,88001 30,20519 49,05965 207,23108
85  0,82643  8,47538 4,95487 24,32518 38,71909 158,17143
86  0,73226  6,87846 4,12844 19,37031 30,24371 119,45234
87  0,63836  5,52088 3,39618 15,24187 23,36525 89,20863
88  0,54596  4,38062 2,75782 11,84568 17,84437 65,84337
89  0,46000  3,43642 2,21186 9,08786 13,46375 47,99900
90  0,38430  2,66402 1,75186 6,87601 10,02732 34,53525
91  0,31810  2,03753 1,36755 5,12415 7,36330 24,50793
92 0,25892  1,53420 1,04945 3,75659 5,32577 17,14462
93 0,20672  1,13581 0,79053 2,70714 3,79157 11,81885
94  0,16139  0,82583 0,58381 1,91661 2,65577 8,02728

95  0,12314  0,58936 0,42242 1,33280 1,82993 5,37152

96 0,09127  0,41265 0,29928 0,91038 1,24057 3,54159

97  0,06620  0,28386 0,20801 0,61110 0,82792 2,30102

98  0,04686  0,19185 0,14181 0,40309 0,54405 1,47310

99  0,03251  0,12756 0,09495 0,26128 0,35220 0,92905

100 0,02210  0,08345 0,06244 0,16633 0,22464 0,57685

101 0,01469  0,05376 0,04034 0,10389 0,14119 0,35220

102 0,00965  0,03418 0,02565 0,06355 0,08743 0,21101

103 0,00624  0,02143 0,01600 0,03790 0,05325 0,12358

104 0,00397  0,01323 0,00975 0,02190 0,03182 0,07033

105  0,00246  0,00807 0,00579 0,01215 0,01859 0,03851

106 0,00153  0,00487 0,00333 0,00636 0,01052 0,01993

107 0,00091  0,00290 0,00180 0,00303 0,00565 0,00940

108  0,00055  0,00173 0,00089 0,00123 0,00274 0,00376

109  0,00034  0,00102 0,00034 0,00034 0,00102 0,00102
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Anexo 4

Abreviaturas

u.m.

f/q

1.e.

v.g.

r.m.

Unidades monetarias
Fallecimiento/quiebra
Variable aleatoria

Es decir

Por ejemplo

Reservas matematicas
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